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Introduction 



1.1 Préliminaires 

Dans la suite, nous noterons par £ un espace de Banach sur le corps des 
nombres complexes C et par B(£ ) l'algèbre de Banach des opérateurs linéaires 
bornés dans £. Nous désignerons par / l'unité de B(E). 
Pour un opérateur linéaire A : T>(A) C £ — ► £ nous noterons par: 

1m A = {Ax \x G V(A)} 

l'image de A et par: 

/Cer A = {x G V(A) \Ax = 0} 

le noyau de A. 

L'opérateur A : T>(A) C S — > Im A est surjectif. Si /Cer A = {0}, alors A est 
injectif. Pour un opérateur bijectif, on peut définir l'opérateur inverse: 

A' 1 : V (A" 1 ) C S — ► S 

par A~ x y = x si Ax = y. Evidemment T> {A~ l ) = 1m A. Dans la suite nous 
noterons par GC(S) l'ensemble des éléments inversibles de £>(£). L'ensemble G£(£) 
est un ensemble ouvert dans £>(£) ( |Is'81t Theorem 4.1.13, pag. 145]). 
Soit A : V(A) C £ — ► £ un opérateur linéaire. Pour tout n G N, nous définissons: 

A n : V(A n ) — > £ 

par: 

A = I , A 1 = A A n = A (A™- 1 ) , 
5 
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ou: 



V(A n ) = {xe V(A n ^) \A n ^x e V(A) } 

quel que soit n G N. 

Lemme 1.1.1 Soit f : [a, b] — > £ une fonction continue. Alors: 



^ a+t 



Preuve Nous avons: 

a+t 



t 



f(s) ds - f{a) 



a+t 



[f(s) - /(a)] ds 



< sup -/(a) 

s£[a,a+t] 



L'égalité de l'énoncé résulte de la continuité de l'application /.■ 
Lemme 1.1.2 Si A G B{£) et \\A\\ < 1, alors I - A G QC{£) et: 

oo 

{i-Ay l = Y. An ■ 

n=0 

Preuve Soit Y n = I + A + A 2 + . . . + A 11 . Alors: 

\\A\\ n+1 



\V — V \\ < 

| 1 n+p A n\\ — 



pour n — > oo. 



Par conséquent, (Y n ) neN est une suite Cauchy. Mais B{£) est une algèbre de 
Banach. La suite (Y n ) n€l>} est donc convergente. Notons Y G B{£) sa limite. 
De l'égalité (J - A)Y n = I - A n+1 , il résulte que lim n ^ 00 (J - A)y n = I, d'où 
(I-A)Y = I. 

Nous obtenons Y(I — A) = I de façon analogue. 

. oo 

Finalement, on voit que / — A G ÇC(S) et que (7 — A) - = A n .m 



n=0 



Remarque 1.1.3 Si \\I - A\\ < 1, alors A G <?£(£) et A' 1 = T, {I - A) 11 . 

n=0 

Définition 1.1.4 L'ensemble: 

p(A) = |à G C (M - A)' 1 est inversible dans G B(£) } 
s'appelle l'ensemble résolvant de A E B{£). 



Proposition 1.1.5 Soit A G £>(£). Alors p(A) est un ensemble ouvert. 
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Preuve Définissons l'application: 

<t> : C ► B{£) 

par: 

0(A) = XI - A . 

Evidemment, est continue. Si À G p(A), alors XI — A G GC{£) et par suite 
p(A) = ((?£(£)). Comme Ç£(£) est un ensemble ouvert, on voit que p(A) est 
ouvert.» 

Définition 1.1.6 L'application: 

R(.;A): p(A) — > 
fl(A; A) = (A/ - Ay 1 

s'appelle la résolvante de A. 

Proposition 1.1.7 La résolvante d'un opérateur linéaire A G B{£), a les pro- 
priétés suivantes: 

i) si A, p G p{A), alors: 

R(X; A) - R(p; A) = (p - X)R(X; A)R(p; A) ; 

ii) R( . ; A) est une application analytique sur p(A); 

iii) si X G C et \X\ > \\A\\, alors X G p(A) et nous avons: 

oo An 
n=0 A 

iv) Nous avons: 

' ,n ; R(X;A) = (-l) n n\R(X;A) n+1 



dX n 

quels que soient n G N* et X G p(A). 
Preuve i) Nous avons successivement: 



R(X; A) - R(p; A) = (XI - A)' 1 - {pi - A)~ l 
= (XI - A)' 1 {pi - A - XI + A) (fil - A)' 1 = 
= (p- X)R(X;A)R(p;A) 
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quels que soient À, fJL G p{A). 

ii) Soit Àq G p(A). Notons D y\ ; ^ R ^x -A)\\ ) ^ e disque ouvert de centre Ao et de 
ra y° n mhm - Alors > P° ur A g -D (à ; t^- 



\\R(\;A)\\ ■ '"^°> f" 1 " ^ ^ ^vy, 11^.^)11 y, nous avons: 

A/-A=[J-(Ao-A)i2(A ;A)](Ao/-A) . 

Mais: 

Il (A - A)i?(A ; A)\\ = \Xo- X\\\R(X ; A)\\ < 1 . 
Compte tenu du lemme 11.1.21 il résulte que: 

I-(\ -\)R(\ o; A)eÇ£(£) , 

d'où A/ - A G et: 

(A/ -A)' 1 = (A /-A)- 1 [/-(Ao-A) J R(A ;A)]- 1 = 

oo 

= R(\ ;A)Y,(Xo-\) n R(\o;A) n = 

n=0 

oo 

= XI ( _1 ) n (^ ~~ X ) n R(X ; A) n+1 . 

n=0 

Donc R( . ; A) est analytique sur p(A). 

iii) Soit A G C tel que |A| > Alors ||A _1 A|| < 1, d'où I - \~ l A G QC{S). De 
plus: 

-, oo oo An 



n=0 n=0 A 



Par conséquent: 

R(X; A) = (XI - Ay 1 = A- 1 (/ - A" 1 A) _± = £ 



\n+l 
n=0 A 

L'assertion (iv) s'obtient par récurrence. Pour n — 1, nous avons: 
J^(A; A) = ^(AJ - A)- 1 = -(A/ - A)" 2 = f?(A; A) 2 

Supposons que pour G N, on ait: 

d k 



dX k 

Montrons que: 

d k+1 



R(X;A) = (-l) k k\R(X; A) 



fc+i 



^^(A; A) = (-l) k +\k + 1)\R(X; A) fc + 2 
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Nous avons: 



dX k+1 v ' ' dX\dX k ' 
d 

dX 

(-l) k k\(-k - 1)(AJ - A)- k - 2 = (-l) k+1 (k + 1)\R(X; A) k+2 



(-l) k k\(XI - A)- k - 1 



et par conséquent: 
d" 



R(X; A) = (-l) n n\R(X; A) n+1 , (V)ra G N*.i 



Remarque 1.1.8 Compte tenu de la proposition 11.1.71 (iii), il résulte que: 

{AgC||A|>P||}c P (A). 

Définition 1.1.9 L'ensemble cr(A) = C — p(A) s'appelle le spectre de A G B{£). 

Proposition 1.1.10 Soit A G B{£). Alors: 
i) °(A) ? 0; 

iij (t(A) est un ensemble compact. 

Preuve i) Supposons que o~(A) = 0. Alors p(A) = C. Par conséquent, l'application 
A i — ► (XI — A)" 1 est définie sur C. De plus, pour |A| > \\A\\, nous avons: 

oo An 

H(M) = Etsî . (V)Aep(i). 



Il s'ensuit que: 



\n+l 
n=0 A 



lim R(X; A) = 0. 

A|^oo 



Donc il existe M > tel que \\R(X; A)\\ < M, (V)A G C. Le théorème de Liouville 
( |DS'67t pag. 231]) implique que R(.;A) est constante sur C et que cette constante 
ne peut être que 0. Donc (XI — A)^ 1 = pour tout A G C, ce qui est absurde. 
Par conséquent o~(A) ^ 0. 

ii) Compte tenu de la proposition 11.1.71 (iii). nous obtenons que: 

a(A) c {A G C||A| < P||}. 



L'ensemble cr(A) est donc borné. Comme nous avons vu que c(A) est un ensemble 
fermé, il est donc compact .■ 
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Définition 1.1.11 Pour un opérateur linéaire A G B(£), le nombre 

r(A) = sup |À| 

Xecr(A) 

s 'appelle le rayon spectral de A. 

Remarque 1.1.12 Evidemment, pour un opérateur A G B(£), o~(A) est contenu 
dans l'intérieur du cercle de centre O et de rayon r(A). De plus, on peut montrer 
que 

r(A) = lim \\A n \\™ 

et on voit que r(A) < \\A\\. 

Par la suite, nous présenterons quelques problèmes concernant la théorie spec- 
trale pour un opérateur linéaire fermé A : T>(A) C £ — > £. 

Définition 1.1.13 L'ensemble: 

p{A) = {A G C |AJ — A : T>(A) — > £ est opérateur bijectif} 

s' appelé V ensemble résolvant de A. 

Remarque 1.1.14 II résulte du théorème du graphe fermé QDS'67 1 Theorem 
II.2.4, pag. 57]) que l'opérateur: 

(XI - A)' 1 :£ — >£ 

est continu dans £. 

Définition 1.1.15 L'application: 

R(.;A):p(A)—>B(E) 

R(\; A) = (XI - Ay 1 , (W)Xep(A) 
s'appelle la résolvante de A. 

Proposition 1.1.16 Soit A : T>(A) C £ — > £, un opérateur linéaire fermé. 
Alors: 

i) p(A) est un ensemble ouvert et R(.; A) est une application analytique sur p(A); 

ii) si A,/i G p(A), alors: 

R(X; A) - R(p; A) = (p - X)R(X; A)R(p; A) ; 
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iii) Nous avons: 

d n 

R(X;A) = (-l) n n\R(X; A) n+1 



dX n 

quels que soient n G N et X G p(A). 

Preuve Elle est analogue à celle de la proposition 11.1.71 b 

Définition 1.1.17 L'ensemble cr(A) = C — p(A) s'appelle le spectre de A. 

Remarque 1.1.18 o~(A) est un ensemble fermé. 

Remarque 1.1.19 II existe des opérateurs fermés qui ont un spectre non borné. 
Exemple 1.1.20 Prenons S = Cmi] et considérons l'opérateur: 

D '■ C[o,i] ► £ 

défini par: 

Df = f 

Dans ce cas, nous avons o~(D) = C. 

Définition 1.1.21 Soit D C C un ensemble ouvert. Une application analytique: 

D 3 X i — ► R\ G B{£) 

qui vérifie la propriété: 

R x -R„ = (p- X)R X R„ , (V) A, p G D, 
s'appelle une pseudo-résolvante. 

Théorème 1.1.22 Soit D 3 X i — > R\ G B{£) une pseudo-résolvante. Alors: 

i) R x R„ = R„Rx, (V)A,/iGD; 

ii) JCerRx et XmR\ ne dépendent pas de X G D; 

iii) R\ est la résolvante d'un opérateur linéaire A fermé et défini sur un sous 



espace dense si et seulement si K,erR\ = {0} et XmR\ = £. 
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Preuve i) Soient À, fi G D. Alors, nous avons: 

R\ — Rfi = — X)R X R^ 

et: 

Rfi — R\ = (X — fi)R^R x , 

d'où: 

= {fi-X)R x R tl + (X-fi)R fl R x . 
Par suite, on a R\R^ = R^R\- 

ii) Soient fi G D et x G /Cer Alors R^x = 0. Si À G D, on a: 

i?A^ — = (fi — X)R x R fJi x . 

Donc i?A^ = 0. Par conséquent ï G /Cer R\. Il s'ensuit que /Cer i? A ne dépend pas 
de A G D. 

Soient fi G D et y G îm Alors il existe x G £ tel que R^x = y. Si À G D, 
nous avons: 

R x x - R^x = (fi - X)R x R^x . 

Donc: 

R x x -y = (fi- X)R x y , 

ou bien: 

y = R x (x + (A - fi)y) . 

Donc il existe u = x + (À — fi)y G £ tel que y = R x u. Par conséquent y G Ira i?A- 
Il s'ensuit que Im R x ne dépend pas de A G D. 

iii) =^ Si R x est une résolvante pour un opérateur linéaire A fermé et défini sur 
un sous espace dense, alors R x est une application bijective, d'où /Cer R x = {0} 
et R x = (XI - A)~\ Par suite, ^a^ 1 — XI — A et V = V{A) = S. Par 
conséquent îm R x = V (î?a x ) = S. 

<= Soient D 3 X i — > R x G £>(£) une pseudo-résolvante et À G D tel que /Cer R x = 
{0}. Alors pour y G îm R x , il existe un seul x x <E £ tel que y = R x x x . Mais pour 
À, fi G D, on a: 

#aî/ - Rfj-V = (A* - X)R x R^y . 

D'autre part: 

-Ra?/ - ^2/ = RxR^x^ - R^R x x x = 
= R x R^x^ - R x R^x x = R X R^ (x^ - x x ) . 
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Donc — x\ = (/i — X)y, d'où Xy — x\ = fiy — x^. Par conséquent, l'opérateur: 

A :1m R x — > S 

Ay = Xy - x x = Xy - R\~ x y 

est correctement défini (valeur indépendante de A). De même T>(A) = 1m R\ = S. 
Puis que R\ G £>(£), il résulte du théorème du graphe fermé ( |DS'67t Theorem 
II.2.4, pag. 57]) que R^ 1 est un opérateur fermé. Donc A = XI — Rx" 1 est un 
opérateur fermé. De plus, on a: 

Rx^y = x x = Xy-Ay = (XI - A)y . 

Par conséquent Rx = (XI — A)" 1 est la résolvante de A.m 



1.2 Les opérateurs dissipatifs 

Dans la suite, nous notons par S* l'espace dual du S et par || . ||* sa norme. 
Pour tout x G £, nous désignerons par J(x) l'ensemble: 

\x* G S* | (x, x*) = \\x\\ 2 = . 

Définition 1.2.1 On dit que l'opérateur linéaire A : T>(A) C S — > S est dissi- 
patif si pour tout x G T>(A), il existe x* G J(x) tel que Re(Ax,x*) < 0. 

Dans la proposition suivante nous présentons une caractérisation très utile pour 
les opérateurs dissipatifs. 

Proposition 1.2.2 Un opérateur linéaire A : T>(A) C S — > S est dissipatif si et 
seulement si pour tout a > on a: 

\\(al - A)x\\ > a\\x\\ , (V)xeV(A). 

Preuve Supposons que A : T>(A) C S — ► S est un opérateur dissipatif. Pour 
tout x G T>(A), il existe x* G J(x) tel que Re(Ax, x*) < 0. Si a > 0, alors nous 
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avons: 

\\(al -A)x\\ \\x\\ = \\(aI-A)x\\ \\x*\i > 
> \{(al- A)x,x*)\ > Re{(al- A)x,x*) = 
= Re(ax, x*) — Re(Ax, x*) > ct\\x\\ 2 , 

d'où il résulte l'inégalité de l'énoncé. 

<= Soit A : V(A) C £ — > £ tel que pour tout a > et x G T>(A) on ait: 

|| (al — A)x\\ > a\\x\\ 
Soit y* G J ((al - A)x). On a donc: 



((aI-A)x,y* a ) = \\(aI-A)x\\ 2 =\\y* a " 2 



* > 



d'où: 

\\y* a \l = Il («^^ — -4)^11 > «IN 

Nous définissons: 



I Va 1 1 * 

et désignons par Bi(£*) la boule unité de £* et par dBi(£*) sa frontière. Il est 
évident que z* G dBi(£*). De plus: 

a\\x\\ < \\(al- A)x\\ = —L-{( a I - A)x,y* a ) = 

1 1 Va 1 1 * 

= ((al - A)x, z* a ) 

et par conséquent: 

a\\x\\ < Re{(al — A)x, z* a ) = Re(ax, z*) — Re(Ax, z* a ) < 
< a\{x,z* a )\-Re{Ax,z* a ) < a\\x\\\\z* a \l - Re{Ax, z* a ) = 
= a\\x\\ — Re(Ax, z*) 

Il s'ensuit que: 

Re(Ax, z* a ) < , 

d'où: 

-it: e (Ax,<)<|(Ax,<)|<||Ax|| \\z*X = \\Ax\\ 
et par conséquent: 

a||a;|| < aRe(x, z*) + ||Ac|| 
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Donc: 

Re(x,z*) > llxll ll^ll 

a 

D'autre part, en appliquant le théorème d'Alaoglu ( |DS'67t Theorem V.4.2, pag. 
424]), on voit que la boule unité £>i(£*) est faiblement compacte. Par conséquent, 
il existe une sous suite \ z *p) a >Q c {Za) a >o e ^ u existe z * £ B\(£*) tel que: 

Zp — > z si p — > oo 

pour la topologie faible. Comme on a 

i2e(Ar, z£) < 

et 



Re(x, z%) > \\x\\ — —\\Ax\ 



1 

on obtient par passage à limite en (3 — » oo: 



ite(Ac,z*) < 

et: 

Re(x,z*) > \\x\\ . 

Mais comme: 

Re(x,z*) < \(x,z*)\ < 11^1111^*11* < \\x\ 

il s'ensuit que: 

(x, z*) = \\x\\ 
Si nous prenons x* = ||x||z*, il vient: 



(.X -. 3/ / — (^X ^ 1 1 X 1 1 2 ^ — 1 1 1 1 {^X . Z ^ — 1 1 X 



|2 



Il en résulte que x* G J(x). Finalement, on voit que Re{Ax,x*) < 0, d'où l'on 
tire que l'opérateur A est dissipatif.» 

Proposition 1.2.3 Soit A : T>(A) C £ — > £ un opérateur dissipatif. S'il existe 
a > tel que Im (a I — A) = £ , alors pour tout a > on a Ira (al — A) = £ . 

Preuve Soient A : T>(A) C £ — > £ un opérateur dissipatif et a > tel que 
îm (a I — A) = £. Compte tenu de la proposition ll.2.2[ on voit que: 

\\(a I- A)x\\ > a \\x\\ , (V)x G T>(A) 
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et comme îm (a I — A) = S, il en résulte que a I — A G ÇC(S) et a appartient 
donc bien à p(A). Soit (x n )neN C T>(A) tel que x n — > x et Ax n — > y si n — > oo. 
Il est clair que: 

(cko/ — ^4)^ n — ► a a; — y si n — > oo 

et par conséquent: 

x n = i?(ao; ^-)(«o^ — ^4)^n — ► -R(«o; ^4)(cto^ — y) si n — > oo. 
Par suite, nous obtenons: 

R(a ; A)(a x — y) = x . 

Comme îm R(a ] A) C T>(A), on voit que x G £>(A). De plus: 

(aol — A)x = ctç)X — y , 

d'où il résulte que Ax = y. Par conséquent, A est un opérateur fermé. 
Nous désignerons par A l'ensemble: 

{a G]0, oo) \lm(al - A) — £} . 

Soit a G A. Comme A est un opérateur dissipatif, on voit que: 

\\(al - A)x\\ > a\\x\\ , (V)x G T>(A), 

d'où il résulte que a G p(A). Puisque p(A) est un ensemble ouvert, il existe un 
voisinage V de a contenu dans p(A). Comme Vfl]0, oo) C A, on voit que A est un 
ensemble ouvert. 

Soit (a„)neN C A tel que a n — ► a si n — > oo. Comme îm (a n î — A) = 5, 
(V)n G N, on observe que pour tout y G S, il existe x„ G £>(A) tel que: 

(a n J - A)x n = y , (V)n G N, 

et par suite, il existe C > tel que: 

\\x n \\<—\\y\\<C , (V)n G N. 

Par conséquent: 

Q^n || 2-n ^-m || ^ || (<^m-^ ^4) (*En ^m) || 

IK^m-^ A^x n (o m î -A)x m || ||o; m x n Ax n y|| 

H^m^n ^n^n ~t~ ^n^n Ax n ^/|| 

= ||(o; m - a n )x n + y - y\\ = \a m - a n \\\x n \\ < C\a m - a n \ , 
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d'où il résulte que (x n ) nÉ N est une suite de Cauchy. Puisque £ est un espace de 
Banach, il s'ensuit que (x n ) nS N converge vers un point x G £. Alors, on en déduit 
que: 

Ax n — ► ax — y si n — > oo 

et comme A est un opérateur fermé, on obtient x G T>(A) et ax — Ax = y. Par 
suite, îm (al — A) — £ et a G A. Donc A est fermé dans ]0, oo) et comme il 
existe «o £ A, nous déduisons que .4. =]0, oo).B 



1.3 Semi-groupes uniformément continus 

Dans la suite nous présenterons quelques problèmes concernant les semi- 
groupes uniformément continus d'opérateurs linéaires bornés sur un espace de Ba- 
nach £. 

Définition 1.3.1 On appelle semi-groupe uniformément continu d'opérateurs li- 
néaires bornés sur £ une famille {T(t)} t>0 C B(£) vérifiant les propriétés sui- 
vantes: 

i) T(0) = /; 

ii) T(t + s)=T(t)T(s) , (V)t,s>0; 
m) lim tX0 \\T(t) - I\\ = 0. 

Définition 1.3.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément 
continu {T(t)} t>0 l'opérateur linéaire: 

A : £ — > £ , 

A = hm . 

t\o t 

Lemme 1.3.3 Soit A G B(£). Alors { e * A } <>0 es ^ un semi-groupe uniformément 
continu d'opérateurs linéaires bornés sur £ dont le générateur infinitésimal est A. 

Preuve Soit A G B(£) et [0, oo) 3 t i — > T(t) G B(£) une application définie par: 

oo ±k Ak 

r«) = e« = E^- ■ 

fc=0 Kl 
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La série du membre de droite de l'égalité est convergente pour la topologie de la 
norme de B{£). De plus, il est évident que T(0) = / et T(t + s) = T(t)T(s) quels 
que soient t,s > 0. 
Compte tenu de l'inégalité: 



\\T(t) -I\\ < e' l|A " - 1 , (V)t>0, 



il résulte: 



îimiirm -/il = o . 

t\o " w " 



Donc la famille {T(t)} t>0 C B(S) est un semi-groupe uniformément continu. 
D'autre part, puisque: 



T(t) - I 



A 



- (e tA -I-tA) 



' OO J-k Ak 



oo +fe II /( Il fe 



jfc! 



1 / 00 
yU+^+E 

6 \ fc=2 

7 (i + + E ^ - 1 - = \ - 1 - t\\A 



t\\A\\ 
nous obtenons: 



-PU - ||A|| — .0 si t\0, 



hm — ^ = A 



t\o t 

Le semi-groupe {T(t)} t>0 admet donc pour générateur infinitésimal l'opérateur 
A. m 



Lemme 1.3.4 Etant donné un opérateur A G &{£), H existe un unique semi- 
groupe uniformément continu {T(t)} t>0 tel que: 



T(t) = e tA , (V)t > 0. 



Preuve Si {S(t)} t>0 est un autre semi-groupe uniformément continu engendré par 
A, nous avons: 

hm — ^ = A 



et: 



t\o t 

t\0 t 
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Par conséquent: 



lim 

t\o 



T(t) - S(t) 



t 







Pour o g]0,oo), nous considérons l'intervalle I a = [0, a[. Comme {T(t)} t>0 et 
{>5(£)} t>0 sont des semi-groupes uniformément continus, nous voyons que les ap- 
plications: 

*— » un*) il 

et: 

*— ► \\m\ 

sont continues. Il existe c a G [1, oo) tel que: 

supdTOU, ||5(0||} < P. • 

tei a 



Si e > 0, il existe t G I a , t > 0, tel que 

T(t) - S(t) 



t 



<— , (V)tG]0,t [. 



act 



Soit t E I a arbitrairement fixé et n G N tel que - G]0, t [. Alors: 



T(t) - S(t) 



T n 



n 



S n 



n 



+ r (("-O s (4)- T (("-<) s fâ + 

+ r ( (B -2)i) s ( 2 i)-.. 



n-1 

= E 

71-1 



T I 0—) S \ = 

nj \ nj 



A:=0 



n 



ni)-s(*- 

nj \n 



S k 



n 



quel que soit t G I a . 
De l'inégalité: 



nous obtenons: 



< 

a C 2 
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et par suite: 



n-l 



e t 



\\T(t) - S(t)\\ < c a -ï-ca<e , (V)te/ a 



I, ( I aC a 71 



Puisque e > est arbitraire, il en résulte que T(t) = S(t), pour tout t G I a . Mais, 
comme a g]0, oo) est aussi arbitraire, il s'ensuit que T(t) = S(t), (V)t G [0, oo).b 

Présentons maintenant la condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur 
soit le générateur infinitésimal d'un semi-groupe uniformément continu. 

Théorème 1.3.5 Un opérateur A : S — > S est le générateur infinitésimal d'un 
semi-groupe uniformément continu si et seulement si A est un opérateur linéaire 
borné. 

Preuve ^=^> Soit A : S — > S le générateur infinitésimal d'un semi-groupe uni- 
formément continu {T(t)} t>0 C £>(£). Alors: 



limlir(t) - /Il = 



L'application [0, oo) 3 1 1— > T(t) G B(£) est continue et par suite JT(s) ds G B{£). 
Avec le lemme 11. LU on voit que: 



1 } 

lim - J T(s) ds = T(0) = / 



Il existe donc r > tel que: 



1 } 

- J T(t) dt-I 



< 1 



Compte tenu de la remarque 11 .1.31 l'élément - JT(t)dt est inversible, d'où il s'ensuit 

T o 

T 

que JT(t) dt est inversible. Nous avons: 



T(h) -I r, N , 1 
o 



T(t + h)dt- / T(t) dt 



- jT(u)du-- jT(u)du 
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Avec le lemme 11.1. Il nous obtenons: 

Un. 1 ™"' 



h\0 h 



T(t) dt 



o 



lim 

h\0 



r+h 0+h 

— J T{u) du — — J T{u) du 

T 



d'où: 



T(r) - T(0) = T(r) - / 



^ T -^-l=[T{r)-I] 

h\o h 



T(t) dt 



Par conséquent, le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continue 
{T(t)} t>0 est l'opérateur: 



A = [T(t) - I] 



T(t) dt 



LO 



eB(S) 



<= Cette implication est évidente compte tenu du lemme ïï~.'à. 31 et du lemme ÏT. 3 A\ m 

Corollaire 1.3.6 Soient {T(t)} t>0 un semi-groupe uniformément continu et A 
son générateur infinitésimal. Alors: 

i) il existe u>0 tel que \\T(t)\\ < e wt , (V)t > 0; 

ii) l'application [0, oo) 3 t i — > T(t) G B{£) est différentiable pour la topologie de 
la norme et: 



dT(t) 



dt 



AT(t) = T(t)A , (V)t > 0. 



Preuve i) Nous avons: 



\\T(t)\\ 



M 



< e 



t\\A\\ 



(V)t > 0. 



Pour u) = \\A\\, nous obtenons l'inégalité: 



\\T(t)\\ < , (V)t>0. 
L'assertion (ii) provient des égalités suivantes: 



^ =lim iw^i = i im r ">- r < 0) 

t\o t t\o t — 
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nous en déduisons que l'application considérée est dérivable au point t — 0. 
Soient t > et h > 0. Alors: 

r(t + /i) - T(t) 



< 



h 

T(h) - I 



d'où: 



h 



lim 

h\0 



-A 



AT(t) 



\\T{t)\\< 



< 

T{h) - I 



h 



-A 



T(t + h)- T(t) 



h 



- AT(t) 







Par conséquent, l'application considérée dans l'énoncé est dérivable à droite et on 
a: 



d+T(t) 
dt 



= AT(t) , (V)t > 0. 



Soient t > et h < tel que t + h > 0. Alors: 

T(t + h)- T(t) 



< 



< 



h 

I-T(-h) 



- AT(t) 



< 



h 

n-h) 



-h 



- AT(-h) 



AT(-h) 



\\T(t + h)\\< 

P {t+h)\\A\\ 



d'où il vient: 



]im T(t + h)-T(ï ) = 

h/0 h 



Par conséquent l'application considérée dans l'énoncé est dérivable à gauche et 
nous avons: 



d~T(t) 
dt 



AT(t) , (W)t > 0. 



Finalement on voit que l'application considérée dans l'énoncé est dérivable sur 
[0, oo) et nous avons: 

dT(t) 



dt 



= AT(t) , (V)t > 0. 



On vérifie que AT(t) = T(t)A , (V)t > 0.a 

Maintenant abordons quelques problèmes de théorie spectrale pour un semi- 
groupe uniformément continu {T(t)} t>0 ayant pour le générateur infinitésimal 
l'opérateur A G B{£). 

Théorème 1.3.7 Soient {T(t)} t>0 un semi-groupe uniformément continu et A 
son générateur infinitésimal. Si X G C tel que ReX > \\A\\, alors l'application: 



Rx:£ 



£ 
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R x x = J e~ xt T(t)x dt 
o 

définit un opérateur linéaire borné, X G p(A) et R\x = R(X; A)x , pour tout x G £. 
Preuve Soit A G C avec ReX > \\A\\. Avec le corollaire 11.3.61 (i), on voit que: 

\\T(t)\\ < e l|A|1 * , (V)t>0. 

De même, nous avons: 



e- xt T(t)x < e-^ eA - ||A|ljt ||x|| , (y)xeS, 



-{Re\-\\A\\)t 



et: 

o 

' e - {R eX-\\A\\)t dt 



ReX- 

o 

L'application R\ est donc bornée et il est clair que R\ est linéaire. 
Pour x G S, nous avons: 

co oo 

^ A Ax = Je~ xt T{t)Axdt = Je- Xt —T(t)xdt = 



oo 

= -x + X J e~ xt T{t)x dt = -x + XR x x , 
o 

d'où x = R\(XI — pour tout x E £. Par conséquent R\(XI — A) = I. 
De même, nous avons: 

oo oo 

AR\x = A J e' xt T(t)x dt = J e~ xt AT(t)x dt = 



oo 

= J e~ xt T(t)Ax dt = R x Ax , (V)x G £. 
o 

Par suite, on a AR x x = R\Ax = —x + XR\X, pour tout x G £. Il en résulte que 
(XI - A)R X = I. 

Par conséquent À G p{A) et i?A = -R(A; A) m 
Définition 1.3.8 L'opérateur R\ : £ — > £ défini par: 

oo 

R x x = J e~ xt T(t)xdt , A G C avec ReX > \\A\\, 
o 

s'appelle la transformée de Laplace du semi-groupe uniformément continu {T(t)} t>0 
ayant pour générateur infinitésimal l'opérateur A. 
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Remarque 1.3.9 On a: 

{À G C \Re\ > \\A\\}C P (A) 

et: 

a{A) C {XeC\ReX< \\A\\} 

De même, nous obtenons: 

1 



\\R(X;A)\\< 



ReX- \\A\\ 
pour tout À G C avec ReX > \\A\\. 

Pour obtenir des représentations de type Riesz-Dunford et de type Bromwich, 
on a besoin d'une classe spéciale de contours de Jordan. 

Définition 1.3.10 Un contour de Jordan lisse et fermé qui entoure o~(A), s'appelle 
un contour de Jordan A-spectral s'il est homotope avec un cercle C r de centre O 
et de rayon r > \\A\\ . 

Théorème 1.3.11 (Riesz-Dunford) Soit A le générateur infinitésimal d'un semi- 
groupe uniformément continu {T(t)} t>0 . Si Ta est un contour de Jordan A- 
spectral, alors nous avons: 

T(t) = — [ e xt R(X; A) dX , N)t > 0. 
2iri J 

Preuve Soit Ta un contour de Jordan A-spectral. Alors Ta est homotope avec 
un cercle C r de centre O et de rayon r > \\A\\. Par conséquent, on a: 

— / e xt R(X; A)dX = ^- [ e xt R(X; A) dX , (V)t > 0. 
2m J 2m J 

Fa C r 

Compt tenu de la proposition 11.1.71 (iii), on voit que: 

oo An 
n=0 A 

uniformément par rapport à A sur les sous-ensembles compacts de {À G C| |À| > 

||A||}, particulièrement sur le cercle C r . On a: 

1 r 1 r 00 A n 

— e xt R(X;A)dX = — e xt Y ^— dX = 



°° 1 r e xt 



n=0 



Y— T—T dXA r 
^ 2ni J X n+1 



n=o c 
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Appliquons la formule de Cauchy ([D S'67t pag. 228]) avec la fonction /(A) = e xt , 
nous obtenons: 



1 r p M 4-n 

d \=- , (V)n G N . 
2m J A n+1 n\ v ' 



Par conséquent: 

1 r x 
-/e^(A;4)«=E 



n=0 



ni 



T(t) , (V)t>0. 



Théorème 1.3.12 (Bromwich) Soient {T(t)} t>Q un semi-groupe uniformément 
continu et A son générateur infinitésimal. Si a > \\A\\, alors nous avons: 

a+ioo 

T(t) = / e zt R(z; A) dz 

2m J 

a—ioo 

et l'intégrale est uniformément convergente par rapport à t sur les intervalles com- 
pacts de ]0, oo). 

Preuve Soit a > pour R > 2a nous considérons le contour de Jordan lisse 
et fermé 



ou 



et 



T R = {a + ir\T G [-R,R]} 



TC 3tt 
2' Y 



= |a + R(cos ip + % sin tp) 

Remarquons que pour z G T R on a: 

\z\ = \a + ir\ > a > \\A\\ 

De même, si z G T R , alors nous avons: 

|z| = \a + (cosy? + isin(p)\ = \a — [— R(costp + isxn(p)]\ > 
> ||a| — | — R(cos ip + i sin </?)|| = \a — R\ = R — a > \\A\\ 

Par conséquent, z G Tr implique z G p(A). De plus, on voit que Tr est homotope 
au cercle C de centre O et de rayon R — a. Il s'ensuit donc que T R est un contour 
de Jordan A-spectral et avec le théorème de Riesz-Dunford nous obtenons: 

T(t) = J-[ e zt R(z; A) dz , (V)t > 0, 
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pour tout R > 2a. Il en résulte: 

T(t)=l' t (R)+i;(R) , (V)t>0, 
pour tout R > 2a, où nous avons noté 

l' t (R) = ^-Je zt R(z;A) dz 



et 



Montrons que 



i;(R) = ^-Je zt R(z;A)dz . 

lim — / e zt R{z; A)dz = , (V)t > 0. 
î^oo 2m J 



Compte tenu de la proposition 11.1.71 (iii), on voit que: 

oo An 
n=0 ^ 

la série de la partie droite de l'égalité étant uniformément convergente par rapport 
à z sur les sous-ensembles compacts de {z G C| \z\ > ||A||}, particulièrement sur 
T" R . Il s'ensuit que: 



n=0 



-,zt 



\ 



2ni J z n+1 



A n dz 



! 



1 



— dz 
2ni J z 



V 



/ 



n=l 



,2f 



\ 
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(/2 



A n , (V)t > 0, 



/ 



pour tout R > 2a. Notons 



A(R) 



et 



n=l 



zt 

2m J z 
r" 



zt 



dz 



2m J z n+l 



dz 



J 



Pour l'intégrale A t (R), avec la paramétrisation suivante 
z = a + i?(cos <p + i sin </?) , (p G 



7T 37T 

2' Y 
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on obtient: 



A(R) 



\ gt(a+R cos ip+i sin ip) 



2m 



R(— sin ip + i cos ip) 



3tt 
2 



R 

,ta I t R cos <p gitR sinip 
2 



f '" / f r ( " - (cos <p + i sin y?) dtp 



Il en résulte que: 



3tt 
2 



l*(*)ll < 



D tR COS </3 



3 it_R sin <p 



cosif + i sin tp\ dip < 



3tt 
2 



~ 2n J R-a Y 



1 



3tt 

2 



27T.R 



— o J 



JR cos y> 



parce que z ET " R implique 

\z\ — \a + R(cosip + isirnp)\ > R — a 

donc 

1 1 

< 



\z\ R — a 

De l'inégalité R > 2a, on obtient 2R — 2a > R, d'où 

R 



Par conséquent: 



< 2 . 



HCR) Il < -e* a / e'* cos ^ a> , (V)t > 0, 

7T 7 



pour tout i? > 2a. Soient < ti < t 2 et t G [ti , t 2 ] • Pour tout R > 2a et tout 



7T 37T 

2 ' 2 



on a 



Comme 



iiï cos ip ^ j 



lim e^ cos ^ = 
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avec le théorème de la convergence bornée de Lebesgue il résulte que 

M 

2 

lim / e^ cos ^ = 

R^oo J 

2 

et par conséquent 

lim A t (R) = 

uniformément par rapport à £ G [ti , i 2 ] • 
Soit maintenant l'intégrale 

/ 

oo 

Bt(R) = E 



n=l 



1 



2ttz J z n+1 



dz 



A r - 



V 



Pour tout £ G [ii, £2] et tout i? > 2a on a: 
On voit que: 



7T 37T 
2'T 



y n+l 



< 



Re 



ta 



(R-a) 



ra+l 



2 

1 é Rcosv dip< ire ta - t 



R 



(R-a] 



n+l 



Puisque R > 2a > a + \\A\\, il vient: 



n=l 



2tt 



/ 



,2* 



,n+l 



<e t« r » ( \\a\\ y 

- 2 R-a^R-a) 



et comme 



NI 

i?- a 



<1 , 



il en résulte que: 



|£ t (fl)|| <e 



ta PII « 



2 R-a R-a- \\A\\ 



quel que soit iî > 2a. Donc 



lim 5 t (i2) = 

R^oo 



uniformément par rapport à £ G [ti,^]- H s'ensuit donc que 

lim/;'( J R) = , 
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uniformément par rapport ht G [ti,^]- 
Par conséquent: 



Re A+ioo 



T(t) = lim — / e zt R(z; A) dz = / e 2 * J R(z; A) , 

r" _Re A— ioo 

L R 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de ]0, oo).m 

Nous finissons cette section avec le théorème spectral pour les semi-groupes 
uniformément continus. 

Théorème 1.3.13 (spectral mapping) Soit A le générateur infinitésimal du 
semi-groupe uniformément continu {T(t)} t>0 . Alors: 

e ta(A) =a (T(t)) , (V)t>0. 

Preuve Montrons que e tu{A) C a (T(t)) , (V)t > 0. 
Soit £ G cr(A). Pour À G p(A), l'application: 



9tW 



est analytique dans un voisinage de a (A). Compte tenu du théorème 11.3.111 on 
voit que: 

e?I-e At ={tI-A)g î {A) . 
Si e& G p(T(t)), alors il existe Q = e&I — T(t) G B(S). Par conséquent: 

I=^I-A)g^A)Q , 

d'où il résulte que £ G p(A), ce qui est absurde. Donc e& G a (T(t)) et par suite 

e ta(A) c a ( T (t)). 

Montrons que a{T{t)) C e* CT(A) . 

Soit /i G cr(T(£)). Supposons par absurde que // G" e ta ( A > . Alors pour A G p(-A), 
l'application: 

h{\) = (p- e xt ' 
est définie sur un voisinage du cr(A). Donc: 



-1 



h(A) (pl - e 



tA 
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et il en résulte que /i G p{T{t)) et cela est absurde. Par suite fi G e tcr ^ A \ d'où 
a(T(t)) C e ta( - AS> . Finalement on voit que: 

= a (T(t)) , (V)t>0 ■ 



1.4 Notes 

Les notions présentées dans cet chapitre se trouvent en majorité des travaux concernant les semi- 
groupes d'opérateurs linéaires. Pour les propriétés de la pseudo-résolvante, on peut consulter 
[Pa'83-11 pag. 36]. 

De même, on peut trouver les opérateurs dissipatifs dans [Pa'83-ll pag. 13], |Da'80[ 
pag. 52] et [Ah'911 pag. 30]. Une jolie généralisation pour ces opérateurs est donnée dans 
[CHADP'87l pag. 61]. 

Le théorème 11.3.51 a été montré pour la première fois indépendemment par Yosida dans 
[Yo'36] et par Nathan dans |Na'35| . Nous avons consulté aussi les preuves données par Pazy 
dans |Pa'83-l| pag. 2], Ahmed dans |Ah'91| pag. 4] et Davies dans |Da'80| pag. 19]. Compte 
tenu du ce théorème, on peut introduire la transformée de Laplace pour un semi-groupe uni- 
formément continu et on peut montrer le théorème 11.3.111 et le théorème 11.3.131 comme des 
applications du calcul fonctionnel de Dunford ( ]DS'67l pag. 568]). Pour le théorème 1 1 . 3 . 1 21 on 
peut consulter |Pa'83-ll pag. 25]. 



Chapitre 2 

Semi-groupes de classe Cq 



2.1 Définitions. Propriétés élémentaires 

Dans le cadre de ce paragraphe, nous introduisons une classe plus générale 
que la classe des semi-groupes uniformément continus et nous étudions leurs pro- 
priétés élémentaires. 

Définition 2.1.1 On appelle Co-semi-groupe (ou serai- groupe fortement continu) 
d'opérateurs linéaires bornés sur S une famille {T(t)} t>0 C B{£) vérifiant les 
propriétés suivantes: 

i) T(0) = /; 

ii) T(t + s) =T(t)T(s) , (V)t,s>0; 

iii) \im t \ T(t)x = x , (V)i G 5. 

Définition 2.1.2 On appelle générateur infinitésimal d'un C -semi- groupe {T(t)} t>0 , 
un opérateur A défini sur l'ensemble: 



V(A) = |x G S 

par: 



T(t)x — x 

hm existe 

t\o t 



A X = lim r(t)x X , N)xe V(A) . 

Remarque 2.1.3 II est clair que le générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe 
est un opérateur linéaire. 

Remarque 2.1.4 Puisque: 

||T(*)a; - x|| < \\T(t) - I\\ \\x\\ 

31 
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pour tout x G S et tout t > 0, il en résulte que les semi-groupes uniformément 
continus sont Co-semi-groupes. Mais il existe des Co-semi-groupes qui ne sont pas 
uniformément continus, comme nous pouvons le voir dans les exemples suivants. 

Exemple 2.1.5 Soit: 

C[0, oo) = {/ : [0, oo) — > R| / est uniformément continue et bornée} 

Avec la norme ||/||c[o,oo) = su P a e[o,oo) l'espace C[0, oo) devient un espace de 

Banach. Définissons: 

(T(t)f){a) = f(t + a) , (V)t > et a G [0,oo). 

Evidemment T(t) est un opérateur linéaire, et, en plus, on a: 

i) (T(0)/) (a) = /(0 + a) = f(a). Donc T(0) = /; 

ii) (T(t + s)/) (a) =f(t + 8 + a) = (T(t)f) (s + a) = (T(t)T(s)f) (a), (V)/ G 
C[0, oo). Donc T(t + s) = T(t)T(s), (V)*, s > 0; 

iii) lim tV) ||T(t)/ - /|| c[0 oo) = lim tXo {sup Qe[0jOo) |/(* + a) - /(a) |} = 0, (V)/ G 
C[0,oo). 

De même, nous avons: 

rW/ll C[ o,oo) = sup |(T(f)/)(a)| = sup |/(t + a)| = 

«G[0,oo) a€[0,oo) 

= sup |/(/?)|< sup = H/llcp.oo) , (V)*>0. 

/3€[t,oo) /3G[0,oo) 

Donc ||T(i)|| = 1, (V)t > 0. Par conséquent {T(t)} t>0 est un Co-semi-groupe 
d'opérateurs linéaires bornés sur C[0, oo), nommé le Co-semi-groupe de translation 
à droite. 

Soit A : V(A) C C[0, oo) — >■ C[0, oo) le générateur infinitésimal du C -semi-groupe 
{T(t)} t>0 . Si / G 2}(A), alors nous avons: 



Af(a) = lim 



T(t)f(a) - f(a) 



lim /(q + *)-/(«) =r(a) 



uniformément par rapport à a. Par conséquent: 

P(A)c{/gC[0,oo)|/'gC[0,oo)} 
Si / G C[0, oo) tel que /' G C[0, oo), alors: 



T(t)f-f 



-r 



= sup 

C[0,oo) ae[0,oo) 



(T(t)f) (a) - f(a) 



- i» 



2.1. DÉFINITIONS. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 



33 



Mais: 



(T(t)f) (a) - f(a) 



-J\r)\ a a +t -f\a) 



/'(« 

a+t 



f(a + t)-f(a) 



[/'(r) - /'(a)] dr 



< 



< \ J \î\r)-f\a)\ dr^O 

a 

uniformément par rapport à a pour t \ 0. Par suite: 



si t \ 0, 



C[0,oo) 



d'où / G et: 



{/eC[0,oo)i/'eC[0,oo)}cP(A) 



Par conséquent V(A) = {/ G C[0, oo) |/' G C[0, oo) } et A/ = /'. Comme cet 
opérateur est non borné, compte tenu du théorème 11.3.51 il ne peut pas engendrer 
un semi-groupe uniformément continu. 

Exemple 2.1.6 Considérons l'espace L p ]0, oo), 1 < p < oo, avec la norme: 

i 

\f(a)\ p da'" 

Avec cette norme, L p ]0, oo), 1 < p < oo, est un espace de Banach. Définissons: 
(T(t)/)(a) = /(t + a) , (V)t > et a e]0,oo). 

Nous avons: 



\\T(t)f\\ p = \J\(T(t)f)(a)\ p da^ =^J\f(a + t)\ p da 



W)\ P df]\ < \f((3)\ p d(3 



p 



Donc ||T(t)|| = 1, (V)t > 0. 

Il est évident que T(0) = I et T(t + s) = T(t)T(s), (V)t, s > 0. 
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De plus, on a: 



lim \\T(t)f - f\\ p = lim |y \(T(t)f) (a) - f(a)\ p da \ = 
J\f(a + t) - f(a)\ p da\ =0 . 



Par suite {T(t)} t>0 est un C -semi-groupe d'opérateurs linéaires bornés sur L p ]0, oo). 
Soit A : ©(A) C L p ]0, oo) — > £ P ]0, oo) le générateur infinitésimal du Co-semi- 
groupe {T(t)} t>0 . Si / G £>(A), alors nous avons: 

Af(a) = lim r w/'°> - / w = , im n-+*)-n-) = /V ) 

JK J t\o t t\o t K ' 

uniformément par rapport à a. Par conséquent: 

V(A) c {/ G L p ]0,oo)|/' G L p ]0,oo)} . 

Si / G £ p ]0, oo) tel que /' G L p ]0, oo), alors on a: 

(T(t)f) (a) - /(a) 





' oo 




/ 

lo 



- /'(«) 



p 1 p 



Mais: 



(T(t)/) (a) - f(a) 



t 

1 n 

7 /(r) 



- /'(«) 



/(« + *) - /(a) 



^'(«)r 



[/'(r) " /'(«)] dr 



uniformément par rapport à a si t \ 0. Alors: 



si f\0 



et on voit que: 



Par conséquent: 



{/gL p ]0,oo)|/'gL p ]0,oo)}cP(A) . 



P(A) = {/GL p ]0,oo)|/'GL p ]0,oo)} 



et Af = /'. 
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Théorème 2.1.7 Soit {T(t)} t>0 C B(£) une famille ayant les propriétés: 

i) T(0) = /; 

ii) T(t + s)=T(t)T(s) , (V)f,s>0. 

Les affirmations suivantes sont équivalentes: 
iii') X\m. t \$T(ï) = / dans /a topologie forte; 
ni") \m\ t \ç)T{t) = I dans la topologie faible. 

Preuve iii') =>- iii") Cette implication est évidente. 
iii") =>- iii') Supposons que: 

limT(t) = I 

dans la topologie faible. Alors, pour tout x G S et tout x* G £* on a: 

lim(T(t)x, x*) = (x,x*) 
Si io > 0, alors pour tout h > 0, nous obtenons: 

|(T(t + /i)x,x*) - (T(t )x,x*}| = 

= |(T(t )[T(/i)x-a;],a;*)| — >0 si /i \ 0, 

quel que soit x & £ et x* <E £* . Par suite, l'application: 

[0,oo) 3 t i — »• T(t) G 6(5) 

est faiblement continue à droite sur [0, oo) et on voit qu'elle est faiblement continue 
sur ]0,oo). En particulier, elle est faiblement mesurable sur ]0,oo). Pour x G £ 
arbitrairement fixé, considérons l'application: 

[0,oo) 3 t i — »■ T(t)x G £ 

et désignons par: 

1m T(.)x = {T(t)x\t G [0, oo)} 
son image. Supposons que l'ensemble: 

K x = {T(q)x\q G Q^} C Xm T{ . )x 

n'est pas dense dans Xm T{ . )x. Alors, il existe t G [0, oo) tel que T(t )x G 
Xm T{ . )x et: 

d (T(t )x, K x ) > . 
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En appliquant un corollaire du théorème de Hahn-Banach ( |DS'67l Corollary 
II. 3. 13, pag. 64]), on voit qu'il existe x$ G S* tel que: 

{k n ,x* ) = , (\/)k n G JC X 

et: 

(T(t )x,x*) = l . 

Soit t n G tel que lim^oo t n = t . Alors, compte tenu de la continuité faible de 
l'application considérée, il vient: 

= Km (T (t n ) x, Xq) = (T(t )x, x* ) = 1 , 

ce qui est absurde. Il s'ensuit que: 

K x = Tm T(.)x , 

pour tout x G S . Par conséquent, l'application considérée a une image séparable. 
En appliquant le théorème de Pettis ([H i'48| Theorem 3.2.2, pag. 36]), il vient 
que cette application est fortement mesurable sur ]0, oo). Alors, il résulte que pour 
tout x n G S avec ||x|| < 1, l'application: 

||T(.)|| = sup ||T( . K|| < oo 

est mesurable sur ]0,oo). Montrons que l'application \\T( . )|| est bornée sur les 
intevalles [a, f3] c]0, oo). Compte tenu du théorème de Banach-Steinhaus ([ DS'67t 
Theorem II.l.ll, pag. 52]), il est suffisant de montrer que ||T( . )x|| est bornée sur 
les intervalles [a,/3], pour tout x G £. Soient a,f3 g]0,oo). Supposons qu'il existe 
x G £ tel que pour tout M > on puisse trouver s G [a; (3] tel que: 

||r(s)x || > M . 

Donc il existe t n G [a, n G N, tel que: 

lim t n = r G \a, 3] 

n— >oo 

et: 

\\T{t n )x \\ > n , (V)n G N. 

D'autre part, l'application ||T( . )x || est mesurable sur ]0, oo). Donc il existe une 
constante K > et un ensemble mesurable F C [0, r] avec m(F) > | tel que: 

sup \\T{t)x \\ < K . 
teF 
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Si nous considérons: 

E n = {t n -ri\riEFn[0,t n ]} , 

on voit que E n est un ensemble mesurable et pour n suffisamment grand, nous 
obtenons: 

m{F n )> T - . 
Alors, pour tout rj G F D [0, t n ], n G N, nous avons: 

n< \\T{t n )x Q \\ < \\T{t n - 77)|| \\T(rj)x \\ < \\T(t n - rj) \\K , 

d'où: 

\\T(t)\\>- , (V)tGE„. 



Si nous notons: 



alors on voit que: 



et: 



E = limsupE n = f| |J E fc 

neN n>0k>n 



m(E) > - 
v ; - 2 



||T(t)||=oo , (y)t G E 
ce qui est absurde. Par conséquent, il existe M > tel que: 

||T(t)||<M , (V)t G [a, 

Soient a, (3, t, tç, g]0, oo) tel que: 

0<a<t</3<t 

et e > tel que (3 < t — e. Alors pour tout x G S, l'application: 

[a, f3\3t\ — ► T(to)x = T(t)T(t — t)x G £ 

ne dépend pas de t, donc elle est Bôchner intégrable par rapport à t G [a, f3\ et 
pour tout x E S on a: 

{(3 - a) [T(t ± e)x - T(t )x] dt = 
= J T(t) [T(t ±e-t)x- T(t - t)x] dt , 
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d'où: 

\(3 - a\\\T{t ± e)x - T(t )x\\ < 

P 

< J \\T(t) || \\T(t ±e-t)x- T{t - t)x\\ dt < 

a 

to—a 

< M J \\T(t±s)x -T(t)x\\(It — >0 si e\0 , 

t -P 

compte tenu de HHi'481 théorème 3.6.3, pag.46]. Il s'ensuit que l'application: 

[0,oo) 9ti — >T(t) eB(£) 
est fortement continue sur ]0, oo). 

En particulier, pour x & S arbitrairement fixé, l'ensemble: 

X = {T(t)x\t G [0,1]} 
est séparable. Donc il contient une partie dénombrable dense: 

X = {T(t n )x\t n G]0,1[, n e N} . 
Par conséquent, il existe une suite (x„) ngN C X tel que: 

lim \\x n — x\\ = lim \\T(t n )x — x\\ = . 

n— »oo n— >oo 

Comme: 

||T(t)ar-x|| < 

< \\T(t)x - T{t + t n )x\\ + \\T(t + - T(t n )x\\ + ||T(t n )x - x|| < 

< ||T(t)|| \\x - T{t n )x\\ + \\T(t + t n )x - T(t n )x\\ + \\T(t n )x - x\\ < 

< [ sup ||T(t)|| + 1| + \\T(t + t n )x-T(t n )x\\ , 
Ve[o,i] j 



il vient: 



et par conséquent: 



hmT(t)x = x , (W)x G S 



limT(t) = J 



dans la topologie forte.» 

Dans la suite, nous considérons la topologie forte pour étudier les propriétés 
des C -semi-groupes. 



2.1. DÉFINITIONS. PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES 



39 



Théorème 2.1.8 Soit {T(t)} t>0 un C - serai- groupe d'opérateurs linéaires bornés. 
Alors: 

i) il existe r > et M > 1 tel que: 

\\T(t)\\<M , (V)*€[0,t] ; 

ii) il existe uj G R e£ M > 1 tel que: 

\\T{t)\\ < Me wt , (V)t>0. 

Preuve i) Supposons que pour tout r > et tout M > 1, il existe t G [0, r] tel que 
> M. Pour r = ± et M = n G N*, il existe £ n G [o, ±] tel que \\T(t n )\\ > 
n. Donc la suite (||r(t n )||) n6N » est non bornée. Si la suite (||2 n (^n) 2: ||) ne N* était 
bornée pour tout x G £, alors compte tenu du théorème de Banach-Steinhaus 
( [DS'67| Theorem II.l.ll, pag. 52]), il en résulterait que (||î n (t n )||) neN « serait 



bornée, mais cela contredit l'affirmation précédente. Donc il existe xq G £ tel que 
(||T(t n )xo||) ngN * soit non bornée. D'autre part, compte tenu de la définition 12.1.11 
(iii), il résulte que lim^oo ||T(t n )x || = x et cela est contradictoire. 



ii) Pour h > et t > h, nous noterons m 



G N*. Compte tenu du théorème 



de division avec reste, il existe r G [0, h) tel que t = mh + r. Alors: 

||T(f)|| = \\T(mh)T(r)\\<\\T(h)\r\\T(r)\\< 
< M m M < Mei lnM . 

L'inégalité de l'énoncé en résulte en prenant eu — -r ln M. m 

Corollaire 2.1.9 Si {T(t)} t>0 est un Cq- serai- groupe, alors l'application: 

[0,oo) 3 t i — ► T(t)x G S 
est continue sur [0, oo), quel que soit x G £. 

Preuve Soient t , h G [0, oo) et x G £. 
Si t < h, nous avons: 

||T(t + h)x - T(* )x|| < ||T(t )|| \\T{h)x - x\\ < 
< Me* \\T{h)x - x\\ . 



40 



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE CLASSE G 



Si t > h, nous obtenons: 

\\T(t -h)x-T(t )x\\ < \\T(t -h)\\ \\T(h)x-x\\ < 
< Me^ t0 - h) \\T(h)x - x\\ . 

La continuité forte en t de l'application considérée dans l'énoncé est évidente.» 

Définition 2.1.10 On dit que le Co-semi-groupe {T(t)} t>0 est uniformément borné 
s'il existe M > 1 tel que: 

\\T(t)\\<M , (V)t>0. 

Théorème 2.1.11 Soit {T(t)} t>0 un Co-semi-groupe pour lequel il existe uj G R 
et M > 1 tel que: 

\\T(t)\\ < Me"* , (V)t>0. 
Alors la famille {S(t)} t>0 C £>(£), où: 

S(t) = e- ut T(t) , (V)t > 0, 

est un Co-semi-groupe ayant la propriété: 

\\S(t)\\<M , (V)t>0. 

De plus, si A est le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe {T(t)} t>Çj , alors le 
Co-semi-groupe {S(t)} t>0 a pour générateur infinitésimal l'opérateur B = A — ujI . 

Preuve Dans les conditions du théorème, il est évident que {S(t)} t>0 est un Co- 
semi-groupe et: 

||5(i)|| = |e w *T(t)| Ke'^Me^ = M , (V)f > 0. 

Donc {S(t)} t>0 est un C -semi-groupe uniformément borné. Soit A le générateur 
infinitésimal du Co-semi-groupe {T(t)} t>Q . Si B est le générateur infinitésimal du 
Co-semi-groupe {S(t)} t>0 , alors pour tout x G T>(A), nous avons: 

,. S(h)x-x ,. e-" h T(h)x - x 
lim = lim = 

h\o h h\o h 

(e-" h -l)T{h)x T(h)x-x 
= lim - 1 h lim —^- L - = 

h\0 h h\0 h 

= —lux + Ax = (A — ojI)x , 



2.2. PROPRIETES GENERALES DES C -SEMI-GROUPES 41 

d'où il résulte que x G T>{B) et Bx = (A — ul)x. Soit x G 'D(A). Alors, nous 
obtenons: 

T(h)x — x e ujh S(h)x — x 
lim = lim = 

h\o h h\o h 

= Um (^-l)^) +lim gWx-x = 

h\0 h h\0 h 

= (col + B)x , 

d'où il vient que x G T>(A) et Ax = (ul + Par conséquent T>(A) = T>(B) et 
B = A - cj/.b 

Remarque 2.1.12 Soit {TX£)} t > un Co-semi-groupe pour lequel il existe u> G R 
et M > 1 tel que: 

||T(t)|| < Me"* , (V)t>0. 
Si a; < 0, alors nous obtenons: 

< Me wt < M , (V)É>0. 
Par conséquent on peut considérer que u > 0. 

Nous noterons par SÇ(M, u>) l'ensemble des Co-semi-groupes {T(t)} t>0 C £>(£) 
pour lesquels il existe u > et M > 1 tel que: 

||T(t)|| < Me"' , (V)t>0. 

Avec le théorème 12. 1.111 nous voyons que le passage entre la classe iSÇ?(M, a;) avec 
tu > et la classe SÇ(M, 0) est très simple. 



2.2 Propriétés générales des Co-semi-groupes 

Proposition 2.2.1 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, uS) et A son générateur infinitési- 
mal. Si x G T>(A), alors T(t)x G T>(A) et on a l'égalité: 



T{t)Ax = AT{t)x , (V)t > 0. 
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Preuve Soit x G V(A). Alors pour tout t > 0, nous avons: 

lim T ^ T ^ X ~ T ^ x 
h\0 h 

Donc T(t)x G P(A) et on a = AT(t)x , (V)t > 0.B 



Remarque 2.2.2 On voit que: 

Ç X)(A) , (V)f > 0. 

Théorème 2.2.3 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, eu) et A son générateur infinitésimal. 
Alors l'application: 

[0,oo) 3 t i — ► T(t)x G £ 

es£ dérivable sur [0, oo), ponr tout x G 2}(A) nous avons: 

i) f t T{t)x = T(t)Ax = AT(t)x , (V)t > 0; 

ii) T(t)x-x = JT(s)Axds , (V)t > 0. 



Preuve i) Soient x G V(A) , t > et h > 0. Alors: 



T(t + h)x - T(t)x 



< Me" 1 
Par conséquent: 

d'où: 



T{h)x-x 



h 



- T(t)Ax 



- Ax 



< \\T{t)\\ 



T{h)x — x 



h 



- Ax 



< 



,. T(t + h)x-T(t)x m , , , 
lim — i ^- ^- = r(t)Ar 



^-T{t)x = T{t)Ax , (V)t > 0. 

CIL 



Si t — h > 0, alors nous avons: 

T(t-h)x-T(t)x 



-h 

< \\T{t-h)\\ 



- r(i)Ar 



< 



T(h)x — x 



h 

T(h)x — x 



Ax + Ax- T(h)Ax 



< 



h 



- Ax 



+ \\T(h)Ax - Ax\\ 
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Par suite: 

, T(t-h)x-T(t)x m , N „ 

lim -i '— = T(t)Ax 

h\0 -h v ' 

et: 

^-T(t)x = T(t)Ax , (V)t > 0. 
dt 

Il s'ensuit que l'application considérée dans l'énoncé est dérivable sur [0, oo), quel 
que soit x G T>(A). De plus, on a l'égalité: 

jT{t)x = T(t)Ax = AT(t)x , (V)t > 0. 
ii) Si x G alors nous avons: 

—T{s)x = T{s)Ax , N)s E\0,t],t> 0, 
as 

d'où: 

t t 
jT{s)Axds = J —T{s)ds = T{t)x-x , (V)t > 0m 



On peut obtenir une formule de représentation de type Taylor pour les C - 
semi-groupes avec la généralisation du théorème 12.2.31 (ii). 

Théorème 2.2.4 (Taylor) Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M,u) et A son générateur 
infinitésimal. Alors: 

T(t)x = Y -A'x + - (t - u) n - l T(u)A n x du 

f^i\ [n-l)\J 

quels que soient x G V(A n ), t > et n G N*. 

Preuve Compte tenu du théorème 12.2.31 (ii), pour x G T>(A) et t > on a: 

f 

T{t)x = x + J T{u)Ax du . 
o 

Supposons que pour t > et x G £>(A fc ) nous ayons: 

T(i)x = Y -rfx + Tl 1 > . /(t - u) k - 1 T(u)A k x du . 
Si x G £>(A fc+1 ), alors x G £>(A fc ) et A fc x G X>(A). Il en résulte que: 



k-l A 



t 



k—lrp/ \ An 



x ds 
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Mais: 



Il vient: 



5 

T(s)x = x + J T(u)Ax du 



(t - s) k ~ l T(s)A k x = (t- s) k ' 1 A k x + (t- s)^ 1 J T(u)A k+l x du 

o 

et par conséquent: 

t 

J(t- s) k ~ l T(s)A k x ds = 
o 

t t s 

= j(t- s) k ~ l A k x ds + J(t- s)*' 1 J T{u)A k+1 x du ds = 



t t 



= jA k x + J J(t- sf^T^A^xdsdu 

Ou 

t k r (t-u) k 



-A k x + . 
k J k 

o 



J { U) T(u)A k+1 xdu . 



Nous en déduisons que: 



fc-i 



T(t)x = J2^A i x+ ' 



i=0 



il 



! (k - 1)! 



k 



I r 

A k x + - (t- u) k T(u)A k+1 x du 
k J 



V ^A l x + ({t- u) k T{u)A k+1 x du 
~L kl kl J 



d'où il résulte l'égalité considérée dans l'énoncé. ■ 
Lemme 2.2.5 Soit {T(t)} t>0 un Co-semi-groupe. Alors: 

t+h 

um-/r (s )x,i s = r( t )x 

t 

quels que soient x G S et t > 0. 

Preuve L'égalité de l'énoncé résulte de l'évaluation: 

t+h _ t+h 



- [ T(s)xds -T(t)x = r [ (T(s)-T(t))xds 
h J h J 



< 



< sup \\T(s)x -T(t)x\\ 
se[t,t+h] 

et de la continuité de l'application [0, oo) 3 1 1 — > T(t)x G £.1 
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Proposition 2.2.6 Soient {T(t)} t>0 G SQ(M, oS) et A son générateur infinitésimal, 
t 

Six G S, alors JT(s)x ds G T>(A) et on a l'égalité: 



t 



A J T(s)x ds = T(t)x — x , (V)t > 0. 



o 

Preuve Soient x G S et h > 0. Alors: 

t i 



T(h) - I 
h 



J T(s)x ds = — J T(s + h)x ds — — J T(s)x ds 




. t+h t 

— J T{u)x du — — J T(s)x ds 

h o 
t+h 



= — j T{u)x du — — J T{u)x du — — J T{u)x du = 



t+h h 

= — J T{u)x du — — J T{u)x du . 
t o 

Par pasage à limite pour h \ et compte tenu du lemme 12.2.51 nous obtenons: 

t 

A J T(s)x ds = T(t)x — x , (V)t>0 



et: 



jT(s)xds G V{A)m 



Théorème 2.2.7 Soient {T(t)} t>Q G SQ(M,cu) et A son générateur infinitésimal. 
Alors: 



i) V(A) = S; 

ii) A est un opérateur fermé. 

Preuve i) Soient x G £ et t n > , n G N, tel que lim n ^oo t n = 0. Alors: 
x n = — Jr{s)xds eV(A) , (V)n G N, 

n 

d'où: 



lim x n = lim — / T(s)x ds = T(0)x = x 

n— >oo n^oo f I 
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Par conséquent V(A) = S. 

ii) Soit (x n ) neN C V(A) tel que lim^oo :r n — x et lim^^ Ax n = y. Alors: 

\\T(s)Ax n - T(s)y\\ < \\T(s)\\ \\Ax n - y\\ < Me wf \\Ax n - y\\ 

quel que soit s G [0,t\. Par suite T(s)Ax n — > T(s)y, pour n — > oo, uniformément 
par rapport à s G [0, £]. 

D'autre part, puisque x n G £>(A), nous avons: 



T(t)x n - x n = Jt(s)Ax h ds , 



d'où: 



ou bien: 



t 



lim \T(t)x n — x n ] = lim / T(s)Ax n ds , 

n— >oo n-+oo y 







T(t)x-x = jT(s)yds . 
o 

Finalement, on voit que: 



lim — ^— ^ — — = lim - f T(s)y ds = y 
t\o t t\otJ yJ 





t 



Par suite x G T>(A) et = y, d'où il résulte que A est un opérateur fermé.» 

Nous montrons maintenant un résultat qui concerne l'unicité de l'engendrement 
pour les Co-semi-groupes. 

Théorème 2.2.8 (l'unicité de l'engendrement) Soient deux Co-semi-groupes 
{T(t)} t>0 et {S(t)} t>0 ayant pour générateur infinitésimal le même opérateur A. 
Alors: 

T(t) = S(t) , (V)i > 0. 
Preuve Soient t > et x G 'D(A). Définissons l'application: 

[0, t] 3 s i — ► U(s)x = T(t - s)S(s)x G V(A). 

Alors: 

±U(s)x = ±T(t-s)S(s)x + T(t-s)±S(s)x = 
= —AT(t — s)S(s)x + T(t — s)AS(s)x — 
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quel que soit x G V(A). Par suite U(0)x = U(t)x, pour tout x G V(A), d'où: 
T(t)x = S(t)x , (V)x G et t > 0. 



Puisque P(-A) = 5 et T(t), S(t) G 6(5), pour tout t > 0, il résulte que: 
T(t)x = S(t)x , (V)t > et x G 5 , 

ou bien: 

T(i) = fi'(i) , (V)i > O.b 

Théorème 2.2.9 Soient {T(t)} t>0 un Cq- s emi- groupe, A son générateur infinité- 
simal et F G 6(5). Alors T(t)F = FT(t) pour tout t > si et seulement si: 

FV(A) Ç V(A) 

et: 

FAx = AFx , (V)igP(A). 
Preuve =>• Soit F G 6(5) tel que: 

T(t)F = FT(t) , (V)t > 

et x 6 £"(A). Alors, nous avons: 

, T(t)Fx-Fx , FT(t)x-Fx 
hm = hm = 

t\o t t\o t 

, T(t)x-x 
= limF^ . 

t\o t 

Par conséquent Fx G P(-A) et on a AFx = FAx, pour tout x G V(A). 
<= Soit F G 6(5) tel que: 

F£>(A) Ç V(A) 

et 

AFx = FAx , (V)xGP(A). 
Pour tout t > et tout x G 2^(A), définissons l'application: 

[0, t] 3 s i — ► £/(s)x = T(t - s)FT(s)x G V(A) . 

Alors nous avons: 

^-U(s)x = ^-T(t - s)FT(s)x + T(t - s)^-FT(s)x = 

as as as 

= -AT(t-s)FT(s)x + T(t-s)FAT(s)x = , 
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compte tenu de la commutativité. Par conséquent: 



U(0)x = U(t)x 



(Y)x g V(A) 



d'où on obtient: 



T(t)Fx 



FT(t)x 



pour tout t > et tout x G V(A). Comme V{A) = S et T(t)F,FT(t) G B{£) 
pour tout t > 0, nous obtenons: 



pour tout £ > et tout x G 

Nous finissons cette section avec une généralisation du théorème 12.2.71 

Théorème 2.2.10 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M,u) et A son générateur infinitésimal. 
Alors: 

i) V(Ap) = S, quel que soit p G N*; 

ii) A p est un opérateur fermé, quel que soit p G N*; 

iii) l'application: 



p 

\\ x \\v(AP) = \ A%X 

est une norme avec laquelle T>(A P ) devient un espace de Banach, pour toutp G N*. 

Preuve i) Pour p = 1, compte tenu du théorème 12.2.7( 1). il résulte que T>(A) = S. 
Soit: 

= {v 9 °°) ~^ & W indéfiniment dérivable avec un support compact} . 



T(t)Fx = FT{t)x 



V{AP) : V(A p ) 



R 



■+ 



Notons: 



T 




Nous montrons que T C V(A P ) , (V)p G N. 
Pour y G T et h > 0, nous obtenons: 




o 
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Puisque: 



^ U - h) '^ U) T(u) X ^-^T(u) X si h\0, 

1 1 



uniformément par rapport à u G supp <p, en passant à limite pour h \ 0, nous 
obtenons: 

oo 

Ay — — I (p(u) T(u)x du . 



o 



Donc y G T>(A). Il en résulte que T C T>(A) et par récurrence on peut montrer 
que T C V(A p ) et: 

oo 

APy= (-l) p [ V (t) ip) T(t)x dt 



n 



quel que soit p G N*. 

Nous montrons maintenant que est dense dans S. 

Supposons que T n'est pas dense dans S. Alors il existe x G S tel que d(x , J 7 ) > 0. 
En appliquant un corollaire du théorème de Hahn-Banach ( [DS'67l Corollary 
II. 3. 13, pag. 64]), on voit qu'il existe Xq G £* tel que (x ,Xq) = 1 et (h,Xq) = 0, 
pour tout y G T . Alors: 

oo , oo . 

[ip(t)(T(t)x,Xo)dt=/f(p(t)T(t)xdt,x* o \=0 , (V)y> G C °° et x G £. 

^0 ' 

Par conséquent, pour tout x G £, nous avons: 

(T(£)x,x*) = , (V)tG[0,oo), 
parce que dans le cas contraire, on peut trouver ip G C£j° tel que: 

oo 

Jip(t)(T(t)x,x* ) dt^O 



ce qui est contradictoire. Il s'ensuit que pour tout x G S, on a: 

(T(t)x,x* o ) = , (V)te[0,oo), 

d'où: 

(x, x* ) = (T(0)x, x* ) = , (V)x G £, 



ce qui est absurde. Finalement, on voit que T est dense dans S et donc V(A n ) = S. 
ii) Compte tenu du théorème 12 . 2 . 7( ii) . on voit que: 

A : V{A) C £ — > S 
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est un opérateur fermé. Supposons que: 

A k : V(A k ) CS — > £ 

est un opérateur fermé et montrons que: 

A k+i . p( A fc+i) c g — >E 

est un opérateur fermé. 

Soit (x n ) neN C V(A k+1 ) tel que: 

lim x n = x 

n^oo 

et: 

lim A k+1 x n = y . 

n^oo 

Mais x n G T'(A fc+1 ) est équivalent avec x n G V(A k ) et A fc x„ e D(A). Alors x n G 
limn^oo x n = x, comme A k est un opérateur fermé, ceci implique x G V(A k ) 
et lim„^oo A k x n = A k x. Comme A k x n G T>(A), lim^oo A k x n = A k x et A est un 
opérateur fermé, il s'ensuit que A k x G T>(A) et lim^oo A (^4 fe x ra ) = A (^A k x^j . Nous 
avons obtenu donc que x G A k x G f(^4) et lim n ^oo A k+1 x n = A k+1 x, 

d'où il résulte que x G X>(yl fe+1 ) et A k+1 x = y. Par conséquent A k+1 est un 
opérateur fermé, d'où on obtient (ii). 

iii) Pour p = 1 on peut vérifier facilement les propriétés de norme de l'application: 

Il • \\v(A) '■ 'D(A) — >■ R + , 

IMIx>(A) = IMI + \\Ax\\ . 
Donc V(A) est un espace normé. 

Soit (x n ) n€ N* C T>(A) tel que \\x m — x n \\x>(A) — ► pour m,n — > oo. Alors: 

||^m — ^n|| + — ^n|| ► pour ?Ti, 77. — > OO. 

Donc: 

||x m — x n || — >■ et \\Ax m — Ax n \\ — > pour m, n — > oo. 

Puis que £ est un espace de Banach, il résulte que les suites (x n ) n6 N et (Ac n ) n6N 
sont convergentes. Donc x n — > x et Ax n — > y pour n — > oo. Comme A est un 
opérateur fermé, il résulte que x G T>(A) et y = Ax. Par conséquent: 

\\x n — ^||x>(A) = ||^n _ #|| + _ Ax\\ > pour 71 — > OO. 
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Donc la suite (x„) ne N est convergente par rapport à la norme || . \\v(A)- H s'ensuit 
que T>(A) est un espace de Banach avec la norme || . 
Supposons que l'application: 



• \\v(A k ) '■ TJ(A k ) 



R 



+ i 



k 

\ x \\v(A*) = \ A ' X 
i=0 



est une norme avec laquelle V(A h ) est un espace de Banach. Montrons que: 



• ||x>(A'=+ 1 ) : V{A 



k+l\ 



fc+i 

Mlx>(A fc+1 ) = X) \\ Alx 

i=0 



est une norme avec laquelle V(A k+l ) devient un espace de Banach. On peut vérifier 
facilement les propriétés de norme de l'application || . ||©(A fe + 1 )- Donc T>(A k+1 ) est 
un espace normé. Soit (x n ) ne ^ C V(A k+1 ) tel que: 



Alors nous avons: 



\x m — x n \\ T >(A k + 1 ) — ^0 si m,n^oo. 



k+l 

X ||^Zm — A l x n — > si m, n — > oo, 

i=0 



d'où il s'ensuit que: 



A}™ A 1 t 



si m, n — > oo, 



pour tout i G {0, 1, . . . , k + 1}. Mais £ est un espace de Banach. Donc pour 
tout i G {0, l,...,k+ 1}, les suites (A l x n ) neN sont convergentes et comme les 
opérateurs A 1 sont fermés pour tout i G {1,2, . . . ,k + 1}, on voit que: 



si n — > oo, 



pour tout i G {0, 1, . . . , k + 1}. Par conséquent: 

fc+i 

X - A l x — > si n — > oo, 

i=0 

d'où: 



|#m — £||x>(A fc + 1 ) — ► si n — > oo. 
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Finalement, on voit que V(A k+1 ) est un espace de Banach et l'affirmation de 
l'énoncé en résulte.B 



2.3 Le théorème de Hille - Yosida 

Dans ce paragraphe nous présentons un résultat très important concernant 
les semi-groupes de classe C . Il s'agit du célèbre théorème de Hille- Yosida qui 
donne une caractérisation pour les opérateurs qui sont générateurs de Co-semi- 
groupes. Nous avons besoin de quelques résultats intermédiaires. Dans la suite, 
pour eu > nous désignerons par A w l'ensemble {À G C \ReX > u}. 

Théorème 2.3.1 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M,cu) et A son générateur infinitésimal. 
Si X E A w; alors l'application: 

R\ : £ — >■ £, 

oo 

R x x = Je- xt T(t)xdt 
o 

définit un opérateur linéaire borné sur £ , À G p{A) et R\x = R(X; A)x , pour tout 
x G £. 

Preuve Soit À G A w . Puisque {T(t)} t>0 G SÇ(M,lu), nous avons: 

||T(f)|| < Me w * , (V)t>0 

et on voit que: 

e- xt T(t)x\\ < e~ ReM \\T(t)\\ \\x\\ < Me^^ \\x\\ , (V)x G S. 
Définissons l'application: 

R\ : £ — >■ £ , 

par: 

oo 

R x x = Je~ xt T(t)xdt . 
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Il est clair que R x est un opérateur linéaire. De plus, on a: 



OO 

\R\x\\ < J ||e~ A 'T(t)a; 



M 

dt < — — x 

ReX — uj 



(V)z G £, 



d'où il résulte que R\ est un opérateur linéaire borné. 
Si x G S, alors nous avons: 



T(h)R x x - R x x _ 1 
h ~ h 



e- xt T(t + h)x dt - - e" xt T(t)x dt 



h 



oo oo 

J e -Ks-h) T ^ x ds-- Je- xt T{t)x dt = 



oo oo 

Je~ Xs T(s)x ds-- Je~ xt T(t)x dt = 
h o 

Xh / 00 h \ i 00 

= ^- Je~ Xs T{s)x ds - Je- Xs T{s)x ds) - - J e - xt T{t)x dt 

/ 

oo ^ oo 

Je- Xs T(s)x ds - ^- Je- Xs T(s)xds . 



h 



h 



Par passage à limite, on obtient: 

lim nh)R.x -R x x = _ x 

h\o h 

Il en résulte que R x x G T>(A) et 

AR\x = XR x x — x , (V)x G £, 

ou bien 

(XI - A)R x x = x , (V)x G 5. 
Si x G 2}(A), alors nous obtenons: 



i? A Ax = Je- xt T(t)Axdt = je~ xt jT{t)x 



dt 



oo 

e" A *T(t)x] |~ + A Je~ xt T{t)x dt = x + XR x x 



d'où: 



R X (XI — A)x — x , (y)xeV(A). 
Finalement, on voit que À G p(A) et /2ax = R(X; A)x , pour tout x G £ 



54 CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE CLASSE C 

Remarque 2.3.2 On voit que pour tout A G A w on a: 

1m R(X; A) = 1m R x Ç V(A) 

et: 

R(X; A)V(A) = R X V(A) Ç V(A) . 
Définition 2.3.3 L'opérateur: 

R X :S — ► S 

oo 

R x x = Je~ xt T(t)x dt , AgA w , 
o 

s'appelle la transformée de Laplace du semi-groupe {T(t)} t>0 G SQ(M,u). 

Remarque 2.3.4 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, ui) et A son générateur infinitésimal. 
Alors nous avons: 

{A G C \Re\ > uj} C p(A). 

et: 

a(A) C {AeC|iteA<ù;}. 

Théorème 2.3.5 Soient {T(t)} t>0 E SÇ (M, u>) et A son générateur infinitésimal. 
Pour tout X G on a: 

Preuve Soit {T(t)} t > G <S£(M,a;) . Alors: 

\\T(t)\\ < Me^ , (V)t>0. 
Compte tenu du théorème 12.3.11 si A G A w , nous avons A G p(A) et: 

oo 

i2(À; A)x = R x x = Je- xt T(t)x dt , (V)x G £. 
o 

De plus: 

M 

\\R(X;A)\\< - 



ReX — u; 
Il est clair que: 

d 



—R(X; A)x = - fte- xt T{t)x dt , {\/)x G S 
dX J 
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et par récurrence on peut montrer que: 
d 



R(X; A)x = (-1)" Jt n e- xt T(t)x dt , (V)x G S et n G N 4 
o 







D'autre part, avec la proposition 1 1 . 1 . 161 (iii) nous obtenons: 

Jjn 

— R{\- A)x = {-l) n n\R{X; A) n+1 x , (V)x G S et n G N*. 
Par suite, on a: 

oo 

(-l) n n\R(X; A) n+1 x = (-1)" Jt n e- xt T(t)x dt , (V)x G f et n G N H 

o 

d'où il résulte que: 

oo 

i2(A; = t n - l e~ xt T(t)x dt , (V)x G 5 et n G N*. 

(n — lj! J 

De plus: 

\\R(X;A) n x\\ < ^ [t n - l e-^ x -^ dt 
[n — J 
v ' o 

M 1MI W - 1 7 2 (iteA-gQt rft _ M 1MI 

(n-l)!fleÀ-o;i ' (-ReA - a;) n 

quels que soient x G £ et n G N*. Par conséquent: 

Lemme 2.3.6 Soit A : ©(A) C S — > S un opérateur linéaire vérifiant les pro- 
priétés suivantes: 



i) A est un opérateur fermé et T>(A) = S; 

ii) il existe lu > et M > 1 tel que A w C p(A) et pour À G A w , on a: 

Alors pour tout A G A^, nous avons: 

lim XR{X;A)x = x , (V)ar G S . 

ReX^oo 

De plus XAR(X; A) G B{£) et: 

lim XAR(X; A)x = Ax , (V)x G T>{A). 
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Preuve Soient x G V(A) et À G C tel que ReX > uj. Alors R(X; A) (XI - A)x = x. 
Si ReX — > oo, nous avons: 

\\XR(X; A)x - x\\ = \\R(X;A)Ax\\ < \\R(X;A)\\ \\Ax\\ < 



d'où il résulte que: 



M „ „ „ 

< "TT^ \\Ax\\ — >0 , 

- ReX-uj n 11 



lim XR(X; A)x = x , (V)x G T>(A). 

Re\~+oo 



Soit x £ £, puisque T>(A) = £, il existe une suite (x„) n€ N C V(A) telle que 
x n — > x si n — > oo. Nous avons: 

||Ai?(A;A)x-x|| < 

< ||Ai?(A; ,4)a; - A.R(A; A)x n || + ||Af?(A; A)x n - x n || + ||x„ - x|| < 

< ||Ai?(A; A)\\ \\x - x n \\ + ||Ai?(A; A)x n - x n \\ + \\x n - x\\ < 

iteA — a; ReX — uj 

\X\M + ReX -uj M 



ReX — uj ReX — ui 

Mais x n — > x si n — > oo. Donc pour tout £ > , il existe n £ G N tel que: 

i?eA — a; 
11 £ 11 \X\M + ReX-uj 

Par conséquent: 

M 
ReX — uj 

d'où: 



\\XR(X; A)x - x\\ < e + —— ||^nj| , 



ou bien: 



limsup || XR(X; A)x — x\\ < e , (V)a; G S, 

ReX-^oo 



lim XR(X;A)x = x , (V)x G £. 



De plus: 

XAR(X; A) = X [XI - (XI - A)] R(X; A) = X [XR(X; A) - I] = X 2 R(X; A) - XI. 
Par suite, on a: 

||AAR(A; A)x\\ = \\X [XR(X; A) - I] x\\ < 

< \X\ \\XR(X; A)x - x\\ < \X\ (\\XR(X; A)x\\ + ||x||) < 
/ A! M \ 
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et on voit que XAR(X; A) G B{£). 
Si x G T>(A), alors nous avons: 

XR(X; A)Ax = X 2 R(X; A) - XI = XAR(X; A) , 

d'où il résulte que: 

lim XAR(X; A)x = lim XR(X; A)Ax = Ax , (V)x G V(A).m 

ReX^oo Re^oo 

Remarque 2.3.7 On peut dire que les opérateurs bornés XAR(X; A) sont des 
approximations pour l'opérateur non borné A. C'est le motif pour lequel on intro- 
duit la définition suivante. 

Définition 2.3.8 La famille {A\} XeA ^ C B(£), où A\ = XAR(X;A), pour tout 
X G A^, s'appelle l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. 

Remarque 2.3.9 Evidemment, pour À G A U) on voit que A x est le générateur 
infinitésimal d'un semi-groupe uniformément continu 

{ etAx )t> 

. Nous utiliserons 

cette famille pour montrer l'existence d'un C -semi-groupe engendré par A. 

Lemme 2.3.10 Soit A : V(A) C £ — ► £ un opérateur linéaire vérifiant les 
propriétés suivantes: 



i) A est un opérateur fermé et V(A) = £; 

ii) il existe eu > et M > 1 tel que A w C p(A) et pour X G A w; on a: 

^■•^^(Ë^hr • (v) " eN "' 

Si {A\} XeAui est l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A, alors pour 
tous «,j3eA u nous avons: 



e tAa x - e tA ?x 



< MHe^ \\A a x - Apx\\ , (V)xe£ett>0. 



Preuve Soient a, (3 G A w , v G [0, 1] et x G £. Alors: 

— (e vtA «e {1 - v)tA Px) = tA a e vtAa e^- v)tA ^x - te vtAa A e {1 - v)tA ? x . 
dv v ' 

On peut facilement vérifier que A a , Ap, e vtAa et e^~ v ^ tA ^ commutent quels que 
soient a, [3 G A w et t > 0. Nous obtenons: 

\ ri 

/ A ( e vtA ae {l-v)tA \ dy = 

J dv v 1 



o 

i 



J (te vtAa A a e (1 ~ v)tA ex-te vtAa Ape (1 - v)tA ex) dv , 
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e vtA a e (l-v)tAp x 



_L 

* = J (te vtAa e {1 - v)tA ^A a x - te vtAa e^- v ^A p x) dv , 



ou bien: 



e tAa x - é A(i x 



_L 

t J e ^ ae (i~v)tA p ( AaX _ A ^ 



dv 



quels que soient t > et x G S. Nous en déduisons que: 



e tAa x - e tAf3 x 




pVtA a 




e O--v)tA 













\\A a x — Apx\\ dv . 



D'autre part, nous avons: 



< e 



< é 



D tA a 



-Recet 



Ma 2 R(a;A)-al) 



g t*_a 2k R{a- A) h 

k=0 



e ~atl a 2 tR(a;A) 



< 



k\ 



< e~ Reat 

k=o 



t k \a\ 2k 



R(a;A) 1 



£ 

k=0 



k\ 

2 \k 



< 



oo +k\ n \2k M oo (JÏBÛ — ^ 

-Reat 1 l"l _ _ jur p -Reat \Rea-u> ) 

k\{Rea-u) k ^ k\ 



k=0 



= Me~ Reat eR^ = Me~^- 



ujRea + Im a 



quel que soient a G A w et t > 0. Soit r > 1 tel que: 



Alors, nous avons: 



d'où: 



ou bien: 



Il en découle: 



uRea + Im a 
Rea — uj 



< LUT . 



ujRea + Im a < ujrRea — uj r 



ujRea < urRea — uj r 



uj 2 r < uj{r — l)Rea 



Rea > uj 

r — 1 



Par conséquent, pour tout r > 1 et tout a G A w tel que Rea > -^jUJ, on obtient: 



JAo 



< Me ru}t , (V)i > 
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et par passage à limite pour r \ 1, nous obtenons: 

< Me w! , (V)t > 0, 



e tAa 



pour tout a G A w . Il vient: 

< t I Me wvt Me^-' u)t \\A n x - A p x\\ dv 



î 

e tAa x - e tÂ0 x 

o 

= M 2 te wt \\A a x - A x\\ 

quels que soient x G £ et t > O.m 

Maintenant nous présentons une variante du célèbre théorème de Hille - Yosida 
pour les semi-groupes de classe SG(M, u). 

Théorème 2.3.11 (Hille - Yosida) Un opérateur linéaire: 

A : V{A) CS — > S 

est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G SÇ(M,uj) si et seule- 
ment si: 



i) A est un opérateur fermé et T>(A) = S; 

ii) il existe uj > et M > 1 tel que A u C p(A) et pour À G A u , on a: 

^^^(ïJhr ■ (V) " £N *' 

Preuve On obtient cette implication en tenant compte du théorème 12 . 2 . 71 et 
du théorème 12.3.51 

<= Supposons que l'opérateur A : V(A) C £ — > £ possède les propriétés (i) 
et (ii). Soit {A\} XeA ^, l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. 
Compte tenu du lemme |2.3.6[ il résulte que A\ G £>(£) et: 

lim A\x = Ax , (V)x G T>(A). 

ReX— >oo 

Pour À G A w , soit {T\(t)} t>0 = { etAx } t>Q I e semi-groupe uniformément continu 
engendré par A\. Avec le lemme 12.3. 10[ on a: 

\\T a (t)x - T(s(t)x\\ < M 2 te ut \\A a x - A p x\\ , (V)a, (3 G A w , x G V(A) et t > 0. 

Soient [^(A)] l'espace de Banach T>(A) avec la norme || . \\t>(A), et -S([^(^-)] ; £) 
l'espace des opérateurs linéaires bornés définis sur fD(^4)] avec valeur dans £, doté 



60 



CHAPITRE 2. SEMI-GROUPES DE CLASSE G 



de la topologie forte. Notons par C ([0, oc); B([D( A)}, £)) l'espace des fonctions 
continues définies sur [0, oo) à valeurs dans B([D(A)],£) doté de la topologie de 
la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, oo). Si [a, b] C [0, oo), 
alors pour tout x G T>(A) nous avons: 

sup \\T a (t)x - T p (t)x\\ < M 2 be Lvb (\\A a x - Ax\\ + \\Apx - Ax\\) — ► 

te[a,b] 

si Rea,Ref3 — > oo, d'où il résulte que \{T\(t)} t>0 ) est une suite de Cauchy 
dansC([0,oo);jB([P(A)],£)). Donc, il existe un unique T G C ([0, oo); B(D(A),£)) 
tel que T\(t)x — > T (t)x, si ReX — > oo, quel que soit x G I'(A), pour la topologie 
de la convergence uniforme sur les intervalles compacts de [0, oo). Puisque: 

\\T x {t)\\ < Me** , (V)t>0, 

on obtient: 

\\T (t)x\\ < Me wt \\x\\ , (V)t > et x G V{A) 
Considérons l'application linéaire: 

Q :V(A)^C([a,b};£) 

Q x = T ( ■ ) x 

quel que soit [a, b] C [0, oo). Comme nous avons: 

\\®ox\\ c{[aM . £) = sup \\T (t)x\\ < Me^WxW < Me ub \\x\\ V {A) , (V)z G P(A), 

t6[a,6] 



on voit que O est une application continue et puisque V(A) = £, elle se prolonge 
de façon unique en une application linéaire continue: 

6 : £ — >C([a,b};£) 

telle que: 

®\v(A) = ®o 

et: 

\\^\\e( M -,e) < M ^ b \M 
quel que soit x G £. Par conséquent, il existe un seul opérateur T G C ([a, b]; B(£)) 
tel que: 

&x = T(.)x , (V)x G S. 
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On peut répéter ce procédé pour tous les intervalles compacts de [0, oo) et on voit 
qu'il existe un seul opérateur, noté aussi par T G C ([0, oo); B(£)), tel que pour 
tout x G £ on ait: 

T\(t)x — > T(t)x si ReX — > oo, 
uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). De plus: 

\\T{t)\\ < Me ut , (V)t>0. 

Il est évident que: 

T(0)x = lim T x (0)x = x , (V)x G £ 

Re\~*oo 

et: 

\imT(t)x = lim ( lim 7\(i)x) = lim \\imT x (t)x) —x , (V)x G £. 

Soient t, s G [0, oo) et x G £. Alors, nous avons: 

||T(t + s)x - T(t)T(s)x\\ < \\T(t + s)x - T x (t + s)x|| + 
+ \\T x (t + s)x - T x (t)T{s)x\\ + \\T x (t)T(s)x - T(t)T(s)x\\ < 
< \\T{t + s)x - T x (t + s)x\\ + ||T A (t)|| \\T x (s)x - T(s)x\\ + 
+ \\T x (t)(T(s)x)-T(t)(T(s)x)\\ . 

Puisque T x (t) — > T(t), si ReX — > oo, pour la topologie forte de B(£), il s'ensuit 
que T(t + s)x = T(t)T(s)x, pour tout x G £. 
Par conséquent {T(t)} t>0 G <S£(M,u;). 

Montrons que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe {T(t)} t>Çj . 
Pour tout x G £>(A) on a: 

||T A (s)A A x - T(s)Ar|| < 

< ||T A (s)||||A A a;-AE|| + ||r A (s)AE-T(s)AE|| < 

< Me wt \\A x x - Ax\ + \\T x (s)Ax - T(s)Ax\\ — ► 

si ReX — > oo, uniformément par rapport à s G [0, i], d'où: 

T(t)x — x = lim [T A (t)x — x] = lim T x (s)A x xds= T{t)Axds 

Re\—>co ReX^oo J J 
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quels que soient x G T>(A) et t > 0. 

Soit S le générateur infinitésimal du Co-semigroupe {T(t)} t>0 . Si x G T>(A), alors: 

.. T(t)x - x ,. 1 , , , 

lim = lim- l[s)Axas = Ax 

t\o t t\o t J 

o 

et nous voyons que x G V(B). Par conséquent ©(A) C T>(B) et -B^^ = A. 
D'autre part, nous avons l'inégalité: 

\\T(t)\\ < Me wt , (V)t>0. 

Si A G A w , alors A G p(A) n Soit x G Î>(B), on a donc (XI - B) x G S 

et comme l'opérateur XI — A : T>(A) — >■ S est bijectif, il existe x' G T>(A) tel 
que (XI — A) x 1 = (XI — B) x. Puisque B\ v , A s = A, il vient que (XI-B)x' = 
(XI — B) x et comme A G p(B), il en résulte que x' = x. Par suite x G £>(A) et 
donc V(B) C 

Finalement on voit que T>(A) = V(B) et A = B. 

Nous avons montré donc que A est le générateur infinitésimal du Co-semi-groupe 
{T(t)} t>0 et compte tenu du théorème de l'unicité de l'engendrement, il résulte 
que {T(t)} t>0 est l'unique Co-semi-groupe engendré par A.m 

Corollaire 2.3.12 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M,uj) , A son générateur infinitésimal 
et {A\} XeA ^ l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. Alors: 

T(t)x= lim e tAx x , (V)x G £, 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 

Preuve Elle résulte du théorème de Hille-Yosida.B 

Dans la suite nous noterons par QX(£) l'ensemble des opérateurs linéaires qui 
sont des générateurs infinitésimaux de C -semi-groupes sur l'espace de Banach S. 
De même, pour uj > et M > 1, nous noterons par QX(M,uj) l'ensemble des 
générateurs infinitésimaux A G QT(E) pour lesquels: 

\\R{\ Af\\ < {Re ^_ u)n (V)A G A. et n G N*. 
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2.4 La représentation de Bromwich 

Dans la section 1.3, avec le théorème 11.3.121 nous avons vu que pour les 
semi-groupes uniformément continus on peut obtenir une représentation par la 
transformée de Laplace inverse. Dans ce paragraphe nous montrerons qu'il existe 
une représentation du même type pour les Co-semi-groupes. Nous commençons 
avec quelques propriétés sur l'approximation généralisée de Yosida. 

Lemme 2.4.1 Soient {T(t)} t>0 G SQ(M,u) , A son générateur infinitésimal et 
{A M }^ gA l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. Alors pour tout 
fi G il existe Q > uj tel que C p(A^) et pour tout \ £ An on a: 

Hi2(Ai40ll< U 



ReA - n 

De plus, pour e > 0, il existe une constante C > (qui dépend de M et e) tel que: 
\\R(X; AJxW < ^ (\\x\\ + || Ar||) , (V)x G V(A), 

quels que soient A, fi G C, avec ReX > fi + e et Refi > uj + ^ . 

Preuve Soit /i G A w arbitrairement fixé. Nous avons vu que A^ est le générateur 
infinitésimal du semi-groupe uniformément continu . En ce cas, nous 

avons: 



< Me '* , (V)t > 0. 



Si nous notons: 

uoRefi + Im 2 fi 
Refi — uj 

alors il est clair que: 

^ uj 2 + Im 2 u 

n — uj -i > lu 

Refi — uj 

et que A^ = {A G C |ReA > fi} C p(^4 M ). De plus, pour tout A G A^, nous avons: 

M 



ReX - fi 

Si nous considérons A G C tel que ReX > Q + e, où e > 0, alors on voit que: 

\\R(X;A,)\\<^- • 
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D'autre part, pour x G T*(A) et p G A u tel que Rep > u + nous obtenons: 

||^a;|| = < \p\\\R(p; A)\\\\Ax\\ < 

M 

< \p\ LAx < 2Af L4x . 

Rep — u 



De l'égalité: 



il vient: 



et par conséquent: 



(A/-^)i2(A;^) = 7 



fl(A;^) = i/+ii2(A;A M )^ 



IW; 40*11 < t^(N| + 11^^)1111^11) < 

1 t.. , 2M 2 „ , „\ 

< — \\x\\ H Ac < 

|A| V e J 

< ^(\\x\\ + \\Ax\\) , (V)xeV(A), 
où la constante C ne dépend que de M et de e.m 

Lemme 2.4.2 Soient {T(t)} t>0 G SQ(M,lû) , A son générateur infinitésimal, 
{Afj} eA ^ l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A et X G C £e/ ç^e 
i?eA > cj + e, arbitrairement fixé pour e > 0. A/ors: 

lim i2(A; AAx = R(X; A)x , (V> G S, 

Refi— >oo 

uniformément par rapport à ImX G [—A;, fc], où /s > 0. 

Preuve Compte tenu du lemme 12.4.11 pour p G A w , il existe fi > u; tel que 
C p(Afj). Nous avons: 

uRep + Im 2 p 
Refi — oj 

Donc l'inégalité i?eÀ > fi est équivalente avec: 

uo 2 + /m/i 



i?eA > u + 



i2e/i — a; 



Soit e > 0. Si /x G A w tel que < £, alors .ReA > u + e implique ReX > fi. 

Par suite, A G p{A ll ). Donc il existe R(X; A^) et avec le lemme l2All on voit que: 

P(A;4)II< l/ 



i?eÀ — u; 



2.4. LA REPRÉSENTATION DE BROMWICH 



65 



D'autre part, nous avons: 



Re 



= RelX- 



À 2 



> uj + e — Re 



X + /ij 
A 2 



= i?eA - i?e- 



A 2 



A + /i 



> 



A + /i 



Etant donné /c > tel que \Im\\ < k, il existe \i G A w tel que Re^^ < f. Il 
s'ensuit que -Re^ > a; + f. Par conséquent, ^ G p(A) et donc 
existe bien. Nous avons: 

! (\I-A ix )(iiI-A)r(-^-;A^ 



1 

A + p 



,A + p 

XI - fi 2 R(n; A) + fil] {fil - A)R 



fil- A- 



X + (j, 



I R 



Xfx 
X + H 7 



A = 



Xfi 



I — A \ R 



Xji 



x + n 



\X + fi 

Par un calcul analogue, on peut obtenir: 
1 



\A 



x + n 



(liI-A)R 



(XI-A li ) = I 



Il s'ensuit que: 



Par conséquent: 



R(X; A^) - R(X; A) = — — (fil - A)R 



A + /i 



Xfi 

x + n 



;A) - R(X; A) — 



x + n 
î 



(fiI-A)R 



Xfi 
,A + /i 

a + ii \x + n 



;A)-(X + n)R(X;A) 



A 



(jil - A) (XI - A) - 



1 



A/i 



■1-4 



A + /i 
1 



(/// - A)R 



;A)A 2 R(fi; A)R(X;A) 



A/x 
A + p 

i?(A;A)A 2 
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Mais: 



et: 



\\R(X;A)\\ < 



M 



r(^-:A 



A + /i' 



< 



2M 



Si x G V(A 2 ), alors on voit que: 



< 



\\R{X; A^x - R{X; A)x\\ < 
1 



|A + /i| 



\\R(X; A)\\\\A 2 x\\ < 



1 2MM„ <9 „ 1 2M 2 ,, j9 . 
< L4 2 x < — ||^. 2 rr| 



e e 



Refi e 2 



Il s'ensuit que: 



lim R(X; A„)x = R(X; A)x , (V)ieD(A 2 ), 

Re[i— >oo 



uniformément par rapport à 7mA G [— fc, k], où fc > 0. Avec le théorème 12.2. 10^ on 
sait que V(A 2 ) = S. Comme R(X; A) et R(X; A^) sont uniformément bornés, on 
obtient: 

lim R(X; A„)x = R{X; A)x , (V)x G 5, 

Re/i— >oo 

uniformément par rapport à 7mA G [— fc, fc], où k > O.m 



Théorème 2.4.3 Soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe {T(t)} 
SQ(M,oj) et X e A^- Alors pour tout x G T>(A) on a: 

t ReX—ioo 



t>0 



jT(s)xds= J e zt R{z;A)x 



Re\—ioc 



dz 

z 



et l'intégrale de la partie droite de l'égalité est uniformément convergente par 
rapport à t sur les intervalles compacts de ]0, oo). 



Preuve Soit {A^} l'approximation généralisée de Yosida de l'opérateur A. 
Soit n G A w tel que Re fj, > lu + Avec le lemme 12.4.11 nous déduissons qu'il 
existe Q = ^gg^ > u tel ^ ne An = {A G C\Re X > Q} C p{A li ). Soit A G A n . 
En utilisant le théorème 11.3.121 pour R > 2Re X on peut considérer le contour de 
Jordan v4 M -spectral 

r^ = r^uri' , 
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ou 



et 



= {Re X + ir\r G [-R,R]} 



rjj = iRe X + R(cos ip + % sin <p) 



cpe 



7T 3lT 

2'T 



Pour le semi-groupe uniformément continu { eM,1 } t>0 engendré par A^ il en résulte: 

^ Re X+iR Re X+ioo 

lim — / e zt R{z; A„) dz = — f e zt R{z; A„) dz , 
R-^oo lui j 2m J 



ReX-iR 



Re \—ioo 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). Pour R > 
2Re A et x G T>(A) nous notons 



1 

2Îri 



Re X+iR 



e zs R(z; A^)x dz 



Re X-iR 

Soient < a < b. Pour tout t G [a, b] nous obtenons: 

t Re X+iR 



Re X-iR 

Montrons que pour l'intégrale 



J I R (s) ds = ^~J J e zs R{z; A^x dz ds = 

Re X-iR 

Re X+iR t 

— / / e zs dsR(z; AAx dz = 
2m J J 

Re X-iR 

^ Re X+iR ^ Re X+iR 



Re X-iR 



dz 

Z 



Re X+iR 



on a 



Re X-iR 



lim I(R) = . 



Soit le contour de Jordan lisse et fermé 



ou 



L R — L R UL R i 



Y 2 R = {Re\ + ir\T G [-R,R]} 
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et 



T 2 R = l Re X + _R(cos ip + i sin ip) 





TV 7l~ 








} 


~2' 2_ 





Avec le théorème de Cauchy ( [DS'67t pag. 225]), on voit que 

1 f w , ^ dz 



r 2 

1 H 



ou bien 



I" 2 
1 i? 



Soit 2 G T 2 . Compte tenu du lemme 12.4.11 il existe C > tel que 

||i?(z;AJx||< £(||z|| + ||Ar||) . 



De plus, pour z G T 2 " r on a: 

|z| = \Re X + R(cos<p + isintp)\ = \Re X — [—R(cosip + i sin <p)]\ > 
> \\ReX\-\- R(cosip + isinip)\\ = \ReX- R\ = R- ReX , 



d'où il résulte 



1 < 1 
R ~ R-ReX 



Par conséquent, on a: 



dz 

z 



r 2 



r 2 " 







< - / 




- 2n J 


\z\ 








R 



NI + 11^11) . 



\dz\ 



2 (R-ReX) 2 
Il s'ensuit donc que: 

1 /" / , x dz 

lim / R(z; A u )x — = . 



r- 

1 R 



Par suite, on a: 



lim / — = 

R^oo 27T2 J Z 
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ou bien 

lim I(R) = . 

H— >oo 

Alors nous avons: 

t ^ Re X+iR 

im 

R 



t Re X+iR 

lim / I R (s) ds = lim / e zt R(z: A u )x — 

Re X-iR 



d'où 

Re A+îoo 



Re X—ioo 

Avec le corollaire 12.3.121 et le lemme 12.4.21 on obtient: 



dz 



et comme: 



/ T(s)x ds = lim / e sAlJ, x ds 



-Re A+îoo 

lim — / e z *i2(^; A^z 

iîe X—ioo 
Re A+îoo 

27TZ 7 2; 

iîe A— îoo 



uRe[i + Im n 
lim iZ = lim — = u , 

Rep,^oo Refi^oo Refi — LU 



nous obtenons le résultat désiré.B 

Théorème 2.4.4 (Bromwich) Soit A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe 
{T(t)} t > e Sg(M,u) et\ek w . Alors: 

ReX+ioo 

T(t)x = — j e zt R{z; A)x dz , (V)x G V(A 2 ) 

ReX—ioo 

et pour tout ô > 0, l'intégrale est uniformément convergente par rapport à t G 

Preuve Si x G V(A 2 ), alors Ax G T>(A). Compte tenu du théorème 12.4.31 on voit 
que: 

t ReX+ioo 

f T{s)Ax ds = — : / e zt R(z; A)Ax 

J 2 7TZ J 



z 

ReX—ioo 
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ReX+ioo 

dz 



D'où il résulte que: 

T{s)x-x = — f e zt R{z;A)Ax 
2m' J 

ReX—ioo 

De l'égalité: 

R(z; A)(zl — A) = I , 

nous déduisons: 

-R(z; A) A = R{z; A) - -I 

z z 

et par suite: 

ReX+ioo ReX+ioo 

T(s)x-x= / e zt R(z; A)x dz / e zt x — . 

y 1 2m J y ' 2m J z 

ReX—ioo ReX—ioo 

Compte tenu que: 



ReX+ioo 

zt dz 

e x — — x 
2m J z 

ReX—ioo 



ixe/\-\- 
- I 

2m J 



et que pour tout ô > 0, l'intégrale est uniformément convergente par rapport à 



t e 



6, 4 , nous obtenons l'égalité de l'énoncé.i 



2.5 Conditions suffisantes d'appartenances à ÇX(M, 0) 

Nous présentons dans la suite deux conditions suffisantes pour qu'un opérateur 
soit le générateur infinitésimal d'un Co-semi-groupe uniformément borné. 

Théorème 2.5.1 Soit A un opérateur linéaire fermé défini sur un sous espace 
dense de S et vérifiant les propriétés suivantes: 
i) il existe ô E 0, | tel que: 



p(A) DSj= |à G C I arg^| < | + <j| U {0}; 



ii) il existe une constante K > 1 tel que: 



\\R(\;A)\\<£r , (V)AGS 5 -{0}. 
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Alors A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 pour lequel il 

existe M > 1 tel que \\T(t)\\ < M, pour tout t > 0. 

De plus, pour tout v G ] § , f + ô\ et T„ = U Yf \ où: 

= {r(cos u — zsin u)\ r G [0, oo)} 



et: 



on a: 



= { r (cos v + i sin u)\ r E [0, oo)} , 



T(t) = f e zt R(z; A) dz 
2m J 



et l'intégrale est uniformément convergente par rapport à t > 0. 



Preuve Soit 5 G 0, | . Pour v G f , f + 5 considérons le chemin d'intégration 

r, = rwur( 2 ) où: 



r^ 1 -* = {r(cos v — zsin u)\ r G [0, oo)} 



et: 



Soit: 



Fy = {r(cosu + ismp)\ r G [0, oo)} 



U(t) = — / e z * J R(z; A) . 



Compte tenu du (ii), on voit que l'intégrale est uniformément convergente par 
rapport à t > 0. Pour R > 0, nous définissons le contour de Jordan lisse et fermé 



p _ rW i I pW i I pW ni \ 

1 f — 1 R,u U 1 Ri/ U 1 Ri/ OU 



et 



(1) , , r (2) , , r (3) 

Fr\ — { r(cos v — i sin v) \ r G [0, R] } , 
Tr u = { -R(cos v + i sin v) \ 6 G [— u, v] } , 

F Ru = \r(cosv -\-isn\v)\ r G [0, R]} 



D'après le théorème de Cauchy ( |DS'67t pag. 225]), on a 



J e zt R(z;A) dz = 
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Par conséquent, on peut changer le chemin d'intégration Y v par T t = r^urf^ur^ 



ou 



^(i) 







r G 









et 



Alors: 



r(cos v — i sin v) 
rf } = ji(cos6> + isinfl) | G 

rp- 1 = |r(cos i/ + i sin z/) 







r G 


i' 00 ) 



7 Z7TZ 7 7 

r (i) r (2) r (3) 



et si nous notons 



et 



il vient: 



Comme z/ G 



^i(*) = 2^ / e zt R(z;A)dz , 
r (i) 

Ï7 2 (t) = — [ e zt R(z;A) dz 
2iri 7 

r (2) 
1 t 

c/ 3(*) = 2^ / e zt R(z;A)dz , 

r (3) 

IM*)II< 11^)11 + Il ^2(011 + II^S(*)II • 

§ , § + S , on en déduit que cos v < 0. Avec le changement de variable 



z = r(cos z/ — i sin z/) , rG 



-,oo , 



nous avons: 



oo 

— . r e rt ( c °^- îsi ^) j R(r(cosz/ - ïsinz/); A) (cos v - isinu) dr 
27ii J 

frt cos dr= _ L-rt(-co S u)_ dr _ 

7 r 2ir J r 



< 



~ 2tt 7 r 

i_ i 
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Pour 

s = rt(— cosu) , s G [— cos v, oo), 
il vient ds = — t cos udr. Donc: 



\Ui(t)\\ < |- / e 



S 

COS V 

K °f 1 , K ( 1 
< — / — ds = — 

2,71 J S 2 Z7T V — COS V 

— cos 



-t cos z/ 1 



K f e 



s —tcosu 2tx 



M 



De façon analogue, nous obtenons: 



\U, 



±-Je*R(z;A) dz 

r(3) 



oo 

— / e rt{cosu+tshlu) R(r(cos v + isinv); A) (cos z/ + mn*/) dr 

l 
t 

K 7 K 
~ 2-k J r 



< 



De même, pour l'intégrale J7 2 (t), avec le changement de variable 

z = -(cos 9 + i sin 9) , G [— 



on a 



et 



dz = -(— sin + i cos 0) d# 



\U*(t)\\ 



2m 



e zt R{z; A) dz 



.(2) 



V 

— y (^(««fl-H™»)^ Q( cos ^ + i sin 0); a) + i cos 0) d0 

— V 

V V V 

< J_ e ^soKl K j 9 M< Ke j de = M » 

~ 2n J Jt 2tt 7 ~ 2tï J 

Par conséquent, il existe M > 1 tel que: 



\\U(t)\\<M , (V)t>0. 
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Nous allons maintenant montrer que pour tout A G A = {A G C |ReA > 0}, on a: 

oo 

R(\- A) = J e~ xt U{t) dt . 
o 

Nous avons successivement: 



T 

J e~ xt U(t) dt = —J Je- {x - z)t R(z; A) dzdt = 
o r„ 



o 
1 

2Îri 



J J e (z - x)t dtR(z; A)dz = ^-J l R(z; A) dz = 



r„ o 

1 ré-'-** n , AS , 1 f R(z;A) , 

= / t-R(z\ A)dz^ / v ' dz = 

2m J z-X V ; 2m J X-z 



= — ;/ -R(z;A)dz + R(X;A) . 

2m' J z — X 



1 /■ p(^-A)r 

ï/ 

Par conséquent: 



/ e- A '[/(t) - i?(A; A) = — : / -R{z; A) dz 

J 2ivi J z — A 



,(z-X)t 



< 



2m J z — X 

l ç e (Rez—ReX)T 



< 



Soit 



d (z-A)t| 

, r rrll^; ^)ll 1^1 < 

2nJ \z-X\ n v ' 7111 1 - 2tt7 \ z - A| |z| 

2tt 7 l^-AII^I 1 1 



c — ' ■ : l{ ' : 



2tt 



z\\z — X\ 



Pour z G on a Izl = r et 



|z - A| > | \z\ 



Donc: 



Cr < IL [e rRez ^ 



2tt 



r — 



- dr 

r 



K 
2T 



rRez 



dr < oo 
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Si nous notons 



alors nous obtenons: 



C = sup C T 

T>0 



< Ce~ T 



ReX 



J e- xt U(t) dt - R(X; A) 
o 

En passant à limite pour r — > oo, on obtient 

oo 

i2(A; A) = /" e- A *[/(t) 



pour tout À G A . Comme ||ï/(t)|| < M, pour tout t > 0, par récurrence on peut 
obtenir: 



n-l ^ 

— i R{\]A) = {-l) n - l Jt n - l e- xt U{t)dt , (V)n G N*. 



Mais avec la proposition 11.1. 1*51 (iii), on voit que: 



n— 1 



^ rî iî(A;A) = (-ir- 1 (n-l)! J R(A;Ar , (V)n G N*. 
Par conséquent, nous obtenons: 



||i2(A;An 



< 



M 



(n-l)! 



(n-l) 



t n-l e -ReXt dt 



oo 

^— y t n ~ l e~ Xt U{t) dt 



< 



M n-l 
(n-l)! iteA 



f*-* e -Re** dt 



M 



(ReX) 1 



pour tout n G N*. Avec le théorème de Hille-Yosida, on voit que l'opérateur A est 
le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G SÇ(M,0). 
Soit x G V(A 2 ) et A G A . Compte tenu du théorème I2.4.4[ nous avons: 

Re\+ioo 

T{t)x = — f e xt R{X; A)x dX 

Z7TÎ J 

ReX—ioo 

et compte tenu du (ii) et du théorème de Cauchy, on peut remplacer le contour 
d'intégration par IV Donc: 

T(t)x = — [e xt R{\; A)x d\ , (V)x G V{A 2 ). 
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Comme T>(A 2 ) = S et l'intégrale / e xt R(X; A)d\ est uniformément convergente, 
nous obtenons: 

T(t)x = — [e xt R(X;A)xdX , (V)x G £, 
2m J 
r„ 

d'où il résulte l'affirmation de l'énoncé.B 

Théorème 2.5.2 Soit A un opérateur linéaire fermé défini sur un sous espace 
dense de S et vérifiant les propriétés suivantes: 

i) a(A) c{ze C\Rez < 0}; 

ii) pour tout x E S et tout x* G £* on a: 

7+ioo 

\dX\ < oo 



sup 7 / (R(X;A)\ X - 

-v>0 J X 



7>0 

7— ÎOO 

Alors A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G SQ(M, 0). 
Preuve Pour 7 > arbitrairement fixé, l'application: 

{z G C\Rez > 0} 9 z 1 — > (R(z + 7; A) 2 x, x*) E C 



se trouve dans l'espace de Hardy H 1 . Par conséquent elle admet un représentation 
par une intégrale de Cauchy et en particulier pour a > et 7 G]0, a{, on a: 

--y-L-200 

/t(a; A) x,x ) = / dX . 

1 2ixi J a — X 

7— ÎOO 

De plus, par récurrence on voit que: 

7— ÎOO 

pour tout n G N*. D'autre part, avec la proposition 11 . 1 . 161 (iii) il vient: 

d" 



R(a; A) = (-l) n n\R(a; A) n+1 , (V)n G N* 



da n 

Par itération nous obtenons: 



7— ÎOO 
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pour tout n G N* et tout 7 g]0, a[. Il s'ensuit que pour tout n G N* on a: 



i2(a; 

7+îoo 



< 



< 



< 



1 



2rar (a — 7)' 
1 C 1 



7—100 



(V) 7 G]0,a[ 



\d\\ < 



2mr 7 (et — 7)" 

où la constante C ne dépend que de x G £ et de x* G S*. Si nous prenons: 



7 



n + l ' 



alors on voit que: 



< 



1 C 



2rwr 



i+i (a - 



n+l 



< 



R(a;A) n+1 x,x* 
C 1 1 

W+l 

Ce 1 



c 1 -in 



1 \ -(n+l) 



< 



7r a 



n+l 



En appliquant le théorème de Banach-Steinhaus ( l)S'67^ Theorem II. 1.11, pag 
52]), on obtient pour tout a > 0: 

M 



||i2(a;AH < 



(V)me{2,3,...}. 



Prouvons que cette inégalité reste valable pour m = 1. On a: 



/u et 

/i2(r; A) 2 dr = - J R{t; A) 2 dr 



[ -^-R(t; A) dr = R(a; A) - R((3] A) , N)a,/3>0. 
J dr 



P 



Comme pour m = 2 nous avons: 



R(P;Ay 



< 



M 
J 2 



on en déduit que la limite existe et on pose 



RqX := lim R(/3; A)x , N)x G S. 

(3— »oo 
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D'autre part, si x G V(A), alors nous avons: 

R((3;A)x = R([3;A) 2 ({3I - A)x — >0 si /? -> oo. 



Comme = £, il s'ensuit que i? = et on voit que: 

oo 

R(a; A) = J R(t; A) 2 dr . 

a 

Par conséquent: 

\\R{a-AT\\<^ , (V)m G N*. 
En appliquant le théorème de Hille-Yosida, on obtient le résultat désiré.l 



2.6 Propriétés spectrales des Co-semi-groupes 

Nous terminons ce chapitre avec quelques propriétés spectrales pour les Co- 
semi-groupes. 

Lemme 2.6.1 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M,cu) et A son générateur infinitésimal. 
Alors pour tout À G et t > 0, l'application: 

B x (t) :S^S 

t 

B x (t)x = je x ^T(s)xds 
o 

définit un opérateur linéaire borné sur S vérifiant les propriétés suivantes: 
(XI - A)B x (t)x = e xt x - T(t)x , (V)z G S 

et: 

B x (t)(XI - A)x = e xt x -T{t)x , (V)x G T>{A). 
De plus B x (t)T(t) = T(t)B x (t). 
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Preuve Pour tout x G S nous avons successivement: 



\\Bx{t)x\ 



je x{t ~ s) T(s)xds 



o 



\\T{s)\\\\x\\ ds< 



z 

< Me ReXt \\x\\ Je'^-^ 3 ds < oo . 



Comme la linéarité est évidente, il en résulte que B\(t) G £>(£), quels que soient 
A G A w et t > 0. 

Si x G £ et h > 0, alors nous obtenons: 



T (h)~I D u , T(h)-I 



h 



■B x (t)x 



h 



J e A( *- s) T(s) 



x ds 



h 



= \ I eKt ~ S)T ( h + s)xds-^J e x{t - s) T(s)x ds = 


t+h t 

= \ J e x{t - T+h ^T{T)x dr-j^J e x ^T(s)x ds = 

h 
\h t+h 1 

= e — j e x{t - T) T(r)x dr - - j e x{t - s) T(s)x ds = 

i o 
' t+h h 

J e x{t ~ T) T{r)x dr- J e x ^T(r)x dr 
.o o 

- i j 'e x ^T(s)x ds = 

o 

= ~h J eKt ~ T)T ^ x dr - V J eKt ~ T)T( ^) x dr + 



+ [ e x(t - T) T(r)x dr- \ [ e x ^T(s)x ds - 
h J h J 

o o 

h 

■ J e x{t ~ T ^T(r)x dr = 
o 

= e — J e Kt-r) T{T)xdT+ e__± J e x {t -s) T{s) 
t 

- — Je x ^T(r)xdr = 



n \h 



h 



x ds 
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t I \ . ■ , • _ _ : ' 1 „ , . s < 

T 



J e x(t - T) T(r)x dr + 6 B x (t)x e x(t - T) T(j)x dr 



t o 
En passant à limite, on a: 

, T(h)B x (t)x - B x (t)x rTU , ^ . w 

lim v ; w , = T(t)x + XB x (t)x - e xt x , 

h\o h 

d'où B x (t)x G V(A) et: 

(A/ - A)B x {t)x = e xt x - T(t)x , (V)x G £. 
Si x G 2}(A), alors nous avons: 

t 

B x (t)Ax = Je x{t - s) T{s)Ax ds = 
o 

[e x{t - s) —T(s)x ds = T(t)x - e xt x + XB x (t)x , 
J ds 



o 



d'où l'on tire: 

B x (t)(XI- A)x = e xt x -T(t)x , (V)x G X>(A). 
De plus, nous obtenons que: 

B x (t)V(A) Ç V{A) 

et: 

(A/ — A)B x {t)x = B x (t)(XI — A)x , (V)xeV(A) , 

d'où: 

AB x (t)x = B x (t)Ax , (V)x G V(A). 
Compte tenu du théorème 12.2.91 on voit que: 

B x (t)T(t)=T(t)B x (t) , (V)t>0.« 

Théorème 2.6.2 (spectral mapping) Soient {T(t)} t>Q G SÇ(M, u) et A son 
générateur infinitésimal. Alors: 

e ta(A) = j e At| A e a(y4) | ç a (T(t)) , (V)t > 0. 
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Preuve Soit A G C tel que e xt G p(T(t)). 

Alors on peut considérer l'opérateur Q = (e xt I — T(tfj G £>(£). Compte tenu 
du lemme 12.6.11 (i), on a: 

(XI - A)B x (t)x = e xt x - T(t)x , (V)z G S 

et: 

B x (t)(XI - A)x = e xt x -T(t)x , (V)x G £>(A). 

Par multiplication avec Q à droite dans la première égalité et à gauche dans la 
seconde, nous obtenons: 

(XI - A)B x (t)Qx = x , (V)x G £ 

et: 

g J B A (t)(A/-A)x = x , (V)xeV(A). 
Mais, avec le lemme 12.6.11 il en résulte que: 

(e xt I - T(t)) B x (t) = B x (t) (e xt I - T(t)) , 

et nous voyons que QB x (t) = B x (t)Q. Par conséquent: 

(XI - A)B x (t)Qx = x , (V)x G £ 

et: 

B x (t)Q(XI - A)x = x , (V)xeV(A). 
Il s'ensuit que À G p(A) et finalement on voit que: 

p(T(t)) C , (V)t > 0, 

ou bien: 

e' CT(A) Ç <r(T(t)) , (V)t > 0.B 

Remarque 2.6.3 Nous avons vu que pour les semi- groupes uniformément conti- 
nus on a l'égalité: 

e ta(A) = a (T(t)) , (V)t > 0. 

Mais il existe des C -semi-groupes pour lesquels l'inclusion du théorème 12.6.21 est 
stricte. 
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Définition 2.6.4 On dit que le Co-semi-groupe {T(t)} t>0 est nilpotent s'il existe 
t > tel que T(t) = 0, pour tout t > to- 

Proposition 2.6.5 Soient {T(t)} t>0 G SQ(M, tu) un semi-groupe nilpotent et A 
son générateur infinitésimal. Alors a (A) = 0. 

Preuve Comme le Co-semi-groupe {T(t)} t>0 est nilpotent, il existe to > tel que 
T(t) = 0, (V)t > t . Pour tout À G C et tout x G £, on a: 

|e- A *T(t)x|| < e'^Me^WxW , (V)te[0,t o ] 

et comme: 

oo 

J e- xt T(t)x dt = , 
on peut définir la transformée de Laplace: 

R x : S — ► S 

oo to 

R x x = Je~ xt T(t)x dt = J e~ xt T(t)x dt 



pour tout A G C. Avec le théorème 12.3. 1[ il vient A G p(A) et R\x = R(\\A)x, 
pour tout x G S. Donc p(A) = C, c'est-à-dire a (A) = 0.B 

Remarque 2.6.6 Pour un semi-groupe nilpotent {T(£)} t>0 G SÇ(M,u) ayant 
pour générateur infinitésimal l'opérateur A, l'inclusion du théorème 12 . 6 . 21 est stricte. 

Théorème 2.6.7 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, u) et A son générateur infinitésimal. 
Alors: 

( ' Ce^))u{0} 



A-C 



a(R(X; A)) -- 
quel que soit A G A w . 

Preuve Soient A G A w et fi G p(-A), /i ^ A. Définissons: 

5 : £ — 



par: 



5= (X-fi)(XI-A)R(n;A). 
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Comme S est un opérateur fermé, avec le théorème du graphe fermé, on voit que 
S G B{£). De plus, pour tout x G S nous avons: 

SR(X; A)x = (A - p)(XI - A)R(p; A)R(X; A)x = 
= (A - n) (XI - A)R(X; A)R(p; A)x = (A - fi)R{fi; A)x 

et: 

R(X; A)Sx = R(X; A)(X - p)(XI - A)R(p; A)x = 
= (A - p)R(X; A) (XI - A)R(fi; A)x = (A - fi)R(fi; A)x . 

Par conséquent SR(X; A) = R(X; A) S. 
De même, pour x G S on a: 



-I - R(X;A) 



X — fi 

= (A- p)(XI - A)R(p;A) 



x = 



-I-R(X;A) 



X — /! 

= [(A/ - A)R(fi; A) - (X- p)R(p; A)] x — 
= (XI - A - XI + fiI)R(fi; A)x — 
= (fil - A)R(fi;A)x = x . 

De façon analogue, pour tout x G S on peut montrer que: 

1 



x = 



A — fi 



I -R(X;A) 



Sx = x . 



Par conséquent: 



d'où: 



Il s'ensuit que: 



A — fi 



ep(R(X;A)) , 



A — fi 



fi G p(A)\ c p(R(X; A)) 



a(R(X;A)) C 



A-C 



Réciproquement, soit A G A w et /x G C, fi ^ A, tel que G p(R(X; A)). Alors il 
existe (âz^! -^(A; A)^j G £>(£) et pour tout x G ©(A) nous avons: 



R(X; A)R 



X — p 



;R(X;A) x = R(X;A) 



X — p 



I-R(X;A) 



x 
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R(X; A)' 1 
1 



À — fi 



I-R(X;A) 



x = 



X — fi 



I-R(X;A) 



I-R(X;A) 



R(X; Ay 1 ^ x = 
x = \r(X; A)' 1 



X — fi 



I-R(X;A) 



x = 



X — fi 



R(X; A)x = r (^^3^; A )j R ( x ; A ) 



x 



Posons: 



Q = R(X;A)R 
Pour tout x G T>(A), nous avons: 



A — ji 



■R(X; A) 



(fil - A)Qx = {fil - XI + XI - A)R(X] A)R 

[(XI-A)R(X;A)-(X-n)R(X;A)]R 

1 



X — fi 



; R(X; A) x 



= (A-ji) 
d'où il résulte que: 



H)R(\;A)]R 
1 



X — fj, 



X — fi 
;R(X; A) ) x = 



;R(X;A) x = 



X — fi 



I-R(X;A) 



R 



1 



X — fi 



;R(X;A))x= (A - fî)x 



X — fi 

De même, nous obtenons: 



(fiI-A)Qx = x , (y)xeV(A). 



1 


A 




/i 




1 




A 




fi 




1 




A 




fi 



X — fi 

; R(X; A)) R(X; A){fil - XI + XI - A)x 



Q(fil - A)x = R(X;A)R 
= R 
= R 
= R 



-;R(X; A) (fil - A)x = 



; R{X; A)j [R{X; A){XI - A) - R{X; A)(X - fi)} x 
; R{X; A)) [I - (A - fi)R(X; A)} x = 



(X-fi)R 



1 



A — fi 



;i?(A; A) 



X — fi 



I-R(X;A) 



x = (A — ji)x , 



d'où: 



X — fi 



Q{fil-A)x = x , (V)xeV(A). 
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Par conséquent p G p(A). Il s'ensuit que: 



p(R(X;A))c 



X — p 



P g p{A) 



ou bien: 



1 



L a-c 

Finalement, nous voyons que: 
a(R(X;A)) = 



C G a{A) \ C a(R(X; A)) , (V)A G C avec ReX > tu. 



A-C 



C G a(A) , (V)A G A„. 



Si G p(R(X; A)), alors il existe (0/ - R(X; A))' 1 G B(S), d'où A G B(S) ce qui 
est absurde. Par conséquent G cr(i?(A; A)). m 



2.7 Notes 

Les notions et les résultats de ce chapitre se trouvent dans les monographies concernant les Cq- 
semi-groupes d'opérateurs linéaires bornés. Le théorème 12.1.71 se trouve dans |Hi'48[ pag.184], 
mais une preuve élégante utilisant le théorème de Krein-Smulian se trouve dans |Da'80[ pag. 
15]. De même, dans [Pa'83-li pag. 43] on peut trouver une caractérisation du générateur 
infinitésimal d'un Co-semi-groupe pour la topologie faible. 

Pour le théorème de l'unicité de l'engendrement nous avons utilisé [Pa'83-11 pag. 6] et le 
théorème 12.2.91 se trouve dans |Da'80|. pag. 11]. 

Le résultat le plus important de ce chapitre est le théorème de Hille-Yosida. Il a été montré 
pour la première fois indépendamment par Hillc dans |Hi'48j et par Yosida dans |Yo'48j pour les 
Co-semi-groupes de contractions. Quelques années plus tard, Feller dans [Fe'53] , Miyadera dans 
[Mi'52] et Phillips dans [Ph'52j donnent une preuve pour le cas général d'un Co-semi-groupe. 
Nous avons utilisé les idées du livre de Pazy [Pa'83-ll pag. 8] pour obtenir une preuve dans le 
cas le plus général, en utilisant l'approximation généralisée de Yosida que nous avons introduit 
dans la définition 12.3.81 

Pour obtenir le représentation de Bromwich d'un Co-semi-groupe, nous avons utilisé aussi 
les idées de Pazy de |Pa'83-ll pag. 29] . Une variante du lemme 12.4.11 se trouve dans |Le'00-2j . 

Pour le théorème 12.5.11 on peut consulter [Pa'83-ll pag. 30] ou bien |Ah'91[ pag. 76] . Le 
téorème 12.5.21 a été montré par Gomilko dans |Go'99j . 

Pour les propriétés spectrales des Co-semi-groupes on peut consulter |Pa'83-ll pag. 44] où 

on peut trouver aussi des autres résultats sur cette problème. Finalement, pour le théorèmc l2.6.7l 

on pourra consulter [Da'80| pag. 39]. 
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Chapitre 3 



Co-semigroupes avec propriétés 
spéciales 

3.1 Co-semi-groupes différent iables 

Par la suite, nous étudierons les propriétés des C -semi-groupes pour lesquels 
l'application ]0, oo) 3 1 i — > T(t)x G S est difïérentiable, quel que soit x G S. 

Définition 3.1.1 On dit que {T(t)} t>0 est un C^-semi- groupe difïérentiable (et 
notons {T(t)} t>0 G SÇV(M,u>)) si l'application: 

]0,oo) 3 t i — »■ T(t)x G S 

est différentiable, quel que soit x G S. 

Théorème 3.1.2 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, eu) et A son générateur infinitésimal. 

Les affirmations suivantes sont équivalentes: 

i){T{t)} t ^eSgV{M,u) ; 

u) Xm T(t) C V(A) , (V)t > 0. 

Preuve ï) ii) Soient x G S et t, h > 0. Puisque l'application: 

]0,oo) 3 t i — ► T(t)x G S 

est différentiable, la limite du rapport 

T(t + h)x -T(t)x 

h ' 
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lorsque h \ 0, existe et est égale par définition avec AT(t)x. Par conséquent, 
T(t)x G V(A). 

ii) i) Considérons x G £ et t, h > 0. Comme T(t)x G T>(A), nous avons: 

dt h\o h w 

D'autre part, pour h g]0, t[ et <5 g]0, t — h[ on a: 



/7 



AT(*)x 



T(t - 5)T(ô)x -T(t-h- 6)T(5)x 



h 



- AT{ô)T{t - 5)x 



t-S 



t-S 



J —T{r)T{ô)x dr - J AT{ô)T{t - ô)x dr 

t-h-S 

t-S 

< l\\AT(ô)\\ J \\T(r)-T(t-S)\\dr\\x\\- 



t-h-S 



h 



\\AT(ô)\\h\\T(c)-T(t-5)\\ \\x\ 



= \\AT(8)\\\\T(c)-T(t-l 

où c G [t — h — S, t — S]. Par conséquent: 

d~T(t)x .. T(t-h)x-T(t)x 



dt 



lim 

h\0 



-h 



AT{t)x . 



Donc {T(t)} t>0 est un C -semi-groupe différentiable.B 

Proposition 3.1.3 Soit {T(t)} t>0 G SÇV(M,uj) . Alors l'application: 

]0,oo) 3 t i — > T(t) G B{£) 
est continue pour la topologie de la convergence uniforme. 

Preuve Soient x E £ et ti,t 2 G]0, oo) tel que t\ < t 2 . Compte tenu du théorème 
13.1.21 nous obtenons: 



\\T{h)x - T{t 2 )x\ 



J—T{s)xds = J AT{ti)T{s — ti)x ds 



ti 



< 



*2 



< WATit^W / Me (s -' l)a; ||x|| ds 
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Par suite, nous avons: 



t.. 



||T(^)-T(t 2 )|| < \\AT{t x )\\M je^-^ds , 

d'où résulte la continuité uniforme de l'application considérée dans l'énoncé.B 

Théorème 3.1.4 Soient {T(t)} t>0 G SÇV(M,uj) et A son générateur infinitési- 
mal. Alors: 

i) pour tout n G N* et tout x G £ , on a T(t)x G V(A n ) et: 



\l |- 

n 



x , (V)t > 0; 



A n T{t)x 

ii) pour tout n G N* l'application: 

]0, oo) 3 1 1 — ► T(t) : S -> £>(A n ) 

est n /ois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et: 

d" 



T{tp = j^T{t) = A n T(t) G B(S) 



(V)t > 0; 



m) pour tout n G N* l'application: 

]0,oo) 9 ti — >T(t) (n) G 

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. 

Preuve Prouvons les affirmations de l'énoncé par récurrence. 

i) Avec le théorème 13. f .2\ on voit que pour tout x G S on a T(t)x G T>(A) et: 



AT{t)x 



.-!/(- 



x , (V)t > 0. 



Supposons que pour tout x G £ on ait T{t)x G D(A fc ) et: 



A fc T(t)x 



AT 



x , (V)t > 0. 



Soient x G £ et 5 G]0, t[. On voit que T(t - 5)T(8)x G £>(A) et: 

AT{t)x = AT(t - 5)T((J)x = T(t - ô)AT{ô)x G V{A k ) 
Par conséquent T(t)x G V(A k+1 ), (V)t > 0. De plus: 



A fc+1 T(t): 



.4 



A fc T(t - 5)T(Ô) 



AT(t - ô) 



AT 



x = A 

k 

x 



T{t - 5)A h T(ô) 



x 
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Si S — -j^, il vient: 



A k+1 T{t) 



x 



AT 



t 



k+1 



k+1 



X 



Finalement, nous obtenons (i). 

ii) Pour n = 1, compte tenu du théorème 13.1.21 et de la proposition 13. 1.31 il résulte 
que l'application: 

]0,oo) 3 t i — ► T(t) : S -> V(A) 
est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et: 

T(t)' = AT(t) , (V)t > 0. 

Comme ^4 est un opérateur fermé et T(t) G B(£), il résulte que AT(t) est un 
opérateur fermé défini sur S. Avec le théorème du graphe fermé ([DSÏ671 Theorem 
II.2.4, pag. 57]), on voit que AT(t) G B(£ ), (V)t > 0. Supposons que l'application: 

]0,oo) 3t^T(t) :S^V(A k ) 

est k fois différentiable pour la topologie de la convergence uniforme et: 

T(t) [k) = A k T(t) G B(S) , (V)t > 0. 



De plus, avec la preuve précédente, on voit que T(t)x G V \^A k+1 J , pour tout t > 0. 
Soient a; G £ , ||a;|| < 1 et t > 0. Si h > et ô g]0, t[, on a: 



T(t + /i) (fc) x-T(t) w x 



h 



A k+1 T(t) 



x 



A k T(ô)T(t + h-S)x- A k T(ô)T(t - 5)x 



h 



A k+1 T(ô)T(t - ô) 



x 



A k T(5)- [T(t + h-8)-T(t-8))x- A k+1 T(ô)T(t - ô)x 



t+h-S 



t+h-S 



A k T(ô)r ( ^T(t)x dr - A k+l T{5)\- [ T(t - ô)x dr 
h J dr h J 

t-s t-s 

t+h-S t+h-S 

A k T(ô)- [ AT(T)xdT-A k+1 T(ô)- [ T(t-5)xdr 
h J h J 

t-s 

t+h-S 

-A k+1 T{Ô) [ \T(r) - T(t - ô)} x dr 
h J 



t-s 



t-s 
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< 



A k+1 T{5) 



t+h-S 



h 



J \\nr)-T(t-ô)\\\\x\\dr = 



t-s 



A k+1 T{S) \\T(c)-T(t- 
où c G [t — S, t + h — S]. Il s'ensuit que: 



■r 



T(t+h)W-T(tr _ Ak+l 



(k) 



h 



T(t) 



< 



A k ^T{5) \\T(c)-T(t-S)\\ , 



où c G [t — S, t + h — S]. Par conséquent: 

v(fc) rp M (k) 



lim nt + kr-T(tr = AM 

h\o h v ' v ' 



Si h > tel que t — h > et ô g]0, t — h[, alors nous avons: 
T(t-h) {k) x-T(t) {k) x 



-h 



A k+1 T{t)x 



A k T(5)T(t - S)x - A k T(ô)T(t -h-S)x 



h 



A k+1 T(ô)T(t - S)x 



A k T(ô)- [T(t -S)-T(t-h-S)]x- A k+1 T(ô)T(t - S)x 

1 t-s t-s 
A k T{5)- [ —T(T)xdT-A k+1 T(ô)- [ T(t-8)xdr 

t-h-S t-h-S 
t-S t-S 

A k T(ô)- J AT(t)x dr — A k+1 T(ô)— J T(t-5)xdr 

t-h-S 
t-5 

-A k+l T{5) [ [T(r) - T(t - 5)] x dr 



t-h-S 



< 



h 

A k+1 T(Ô 



t-h-S 
t-S 



h 



J \\T(r)-T(t-S)\\\\x\\dr 

t-h-S 

A k+1 T(Ô) \\T(c)-T(t-S)\\\\x\\ , 



où c G [t — h — S, t — S]. Il vient: 

T(t-hfï-T(tfï 

=fc A 



T(t) 



< 



A k+1 T(Ô) \\T(c)-T(t-ô)\\ , 



où c G [t — h — S, t — 5]. Par conséquent: 

\0) rp( + \( k ) 
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Il s'ensuit que T(t)^ est différentiable pour la topologie de la convergence uniforme 
et: 

(T(t) (k) )' = T(t) (k+1] = A k+l T(t) , (V)t > 0. 

Comme A est un opérateur fermé et A k T(t) G £>(£), il résulte que A ^A h T(tfj 
est un opérateur fermé défini sur S. Avec le théorème du graphe fermé QDS'67, 
Theorem II.2.4, pag. 57]), on voit que T(t) {k+1) = A k+l T(t) G B(S), (V)t > 0. 
Finalement, on a obtenu (ii). 

iii) Soient x G £ avec ||x|| < 1 et t > 0. Pour h > et S g]0, t[ nous obtenons: 

T(t + h)'x - T(t)'x = \\AT(t + h)x - AT(t)x\\ < 

< \\AT(S)\\ \\T(t + h-5)-T(t- ô)\\ \\x\\ , 

d'où il résulte: 

T{t + h)'-T(t)'\\ < \\AT(5)\\ \\T(t + h-S)-T(t-S)\\ . 
De façon analogue, pour h > et S g]0, t — h[ nous obtenons: 

T(t - h)'x - T(t)'x\\ = \\AT(t - h)x - AT(t)x\\ < 

< \\AT{8)\\\\T{t-h-5)-T{t-5)\\\\x\\ , 

d'où: 

\T(t - h)' - T(t)'\\ < \\AT(S)\\ \\T(t -h-S)-T(t-6)\\ . 
Il est clair que l'application: 

]0, oo) 3 1 1 — > T(t)' G £>(£) 

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Supposons que l'application: 

]0,oo) 3t^T{t) {k) G B{£) 

est continue pour la topologie de la convergence uniforme. Si h > et ô g]0, t[, 
alors nous avons: 



< 



T(t + h) {k+1) x - T(t) (fc+1) a;|| = \\A k+1 T(t + h)x - A k+1 T{t)x 
A k+1 T(Ô) ||r(* + /i-5)-T(t-<î)||||a;|| , 



< 



d'où il s'ensuit que: 

T(t + hf +1) -T(tf +1) 



< 



A k+1 T{Ô) \\T{t + h-6)-T(t- 
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D'autre part, pour h > et ô G]0, t — h[ nous obtenons: 



T(t-h) {k+1) x-T(t) [k+1) x = A k+1 T(t - h)x - A k+1 T(t) 



< 



< 



A k+1 T(5) \\T(t-h-ô)-T(t- 



x 



et on voit que: 

T(t - hf +1) - T(t) ik+1) 



< 



A k+1 T{5) \\T{t - h - 5) - T{t - 5)\\ . 



Donc l'application: 



]0,oo) 3t^T(t) (k+1) eB(£) 



est continue pour la topologie de la convergence uniforme. La propriété (iii) en 
découle immédiatement .■ 



Remarque 3.1.5 Si {T(t)} t>0 G SQV{M,uj) , alors l'application: 

]0,oo) 3t\ — >T{t) eB{£) 



est de classe Cyf^y 



Remarque 3.1.6 Si {T(t)} t>0 G SQV{M,uS) , alors pour tout n G N* on a: 



T(t) (n) = A n T(t) 



AT 



, (V)t > 0. 



Nous finissons cette section avec le théorème spectral pour les Co-semi-groupes 
différentiables. Soit {T(t)} t>0 G SÇ(M, lo) . Pour tout À G C et tout t > 0, nous 
avons défini l'opérateur linéaire borné: 

B x (t) :S^S 



B 



Xt)x = Je xit - s) T{s)xds 



et nous avons étudié ses propriétés avec le lemme 12.6.11 Si le Co-semi-groupe 
{T(t)} t>0 est différentiable, on peut montrer le résultat suivant. 

Lemme 3.1.7 Soient {T(t)} t>0 G SÇV(M,u) et A son générateur infinitésimal. 
Alors: 
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i) pour tout A G C et tout t > 0, l'opérateur B x (t) G B{£) est indéfiniment 
dérivable et: 



B x (t) {n) =X n [B x (t) + ±^ 



(0 ' 



(V)n G N*; 



i=0 



ii) pour tout À G C et tout t > on a: 

B x (t) (n) T(t) (n) = T(t) {n) B x (t) H , (V)n G N*. 

Preuve Montrons les affirmations de l'énoncé par récurrence, 
i) Soient x G £, A G C et t > 0. Alors: 

T(t)x" 



B x (t)'x = A (# A (t)x + 



A 



Supposons que: 



B x (tf ) x = X k \B x (t)x + J2 



T(t) (i) x 
A î+1 



i=0 



Alors: 

B x {tf +1) x = (B x {t) 



A fe AB A (t)x + T(t)x + ^ 



T(t) (i+ V 



i=0 



A i+1 



A^ i (B A (*)x+i; T( * )Wœ 



t=0 



et nous obtenons (i). 

ii) Soient A G C et t > 0. Compte tenu du théorème I3.1.4| pour x G £, on voit 
que T(t)x G P(A n ) et: 



A n T(t)x = A n T — x = A n T 



ni 



n 



- + - + ••• + - 

n n n 



\ 



x 



n fois 



.n/ \nj \n 



AT [ - 

n 



x 



n fois 



T [ - ) A 

n 



fnt\ 



x = T i^—j A n = T(t)A n x , (V)n G N* 



parce que le semi-groupe commute avec son générateur infinitésimal. De même, 
avec le lemme 12.6.11 il résulte que: 

B x (t)T(t) = T(t)B x (t) . 
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Alors pour x G S, nous avons: 

B,(t) <»>r(t)x = A" ^? A (t) + f ^ j T(t)x = 

V i=0 A »+i / 

= T(t)A"^ A (t) + è^^ = ^)5A(t) (n) x , (V)neN'. 

D'autre part, pour z G £>(A), nous avons: 

B x (t)(\I — A)x = (XI — A)B\(t)x , 

d'où il résulte: 

B\(t)Ax = AB x (t)x . 
Supposons que pour x G V(A k ) nous avons: 

B x (t)A k x = A k B x (t)x . 

Si x G V(A k+1 ), il vient: 

B A (t)A fc+1 x = B x {t)A k (Ax) = A k B x (t)Ax = A k AB x (t)x = A k+1 B x {t)x. 
Il s'ensuit donc que: 

B x {t)A n x = A n B x (t)x , 
pour tout x G V(A n ) et tout n G N*. De même, si a; G V(A n ), on a: 



:r 



= x n ^ Bx (t) + ±^0iy= 

= A n X n {B x {t) + j^ J ^^x = A n B x {t)x , (y)n G N*. 

Finalement, pour x & £ nous obtenons: 

B x (t) {n) T(t) {n) x = B x (tf n) A n T(t)x = A n B x (t) {n) T(t)x = 

= A n T(t)B x (t) {n) x = T(tf l) B x (t) (n) x , (V)n G N*. 
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Théorème 3.1.8 (spectral mapping) Soient {T(t)} t>0 G SGV(M,oo) et A 
son générateur infinitésimal. Alors pour tout n G N* on a: 

(e^) (n) = { AV*| A G a(A)} Ç a (T(tf l) ) , (V)t > 0. 

Preuve Pour À G C et t > 0, nous considérons l'opérateur: 

S A (t) : S — £ 
t 

B x (t)x = Je x{t - s) T(s)xds . 
o 

Avec le lemme 13.1.71 on déduit que l'opérateur £? A (t) G <6(£) est indéfiniment 
dérivable et: 

S A (t) W = A"^ A (t) + X:^j , (V)nGN*. 

Compte tenu du lemme 12.6.11 il résulte que: 

(XI - A)B x (t)x = e xt x - T(t)x , (V)x G S 

et que: 

fi A (t)(A/-A)x = e À 'x-T(t)x , (V)xeV(A). 
Pour tout n G N* il s'ensuit que: 

(XI - A)B x (t) {n) x = X n e xt x-T(t) {n) x , (V)x G £ 

et: 

B x (t) (n) (XI - A)x = X n e xt x - T(t) (n) x , (V)x G 
Si A G C est tel que X n e xt G p [T(ty n '\ alors on peut considérer: 



Q = (x n e xt I - T(t) {n) ) 1 G B{£) , 
pour tout n G N*. Par conséquent: 

(XI - A)B x (t) {n) Qx = x , (V)x G S 

et: 

g J B A (t) (n) (A/-A)x = x , (V)xGÎ?(A), 
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pour tout n G N*. Mais, avec le lemme [T. 1.71 il résulte: 



B x (t) {n) T(t) {n) = T(t) {n) B x (t) {n) , (V)n G N*. 



Donc: 



A n e AT B A (*) (n) - B x (t) {n) T(t) {n) = X n e xt B x (t) (n) - T(t) {n) B x (t) (n) 



et: 



B x (t) {n) (X n e xt I - T(t) (n) ) = (AVI - T(t) (n) ) B A (t) (n) 
pour tout n G N*. Par suite: 



B x (t) {n) Q = QB x (tf n > , (V)n G N 



(n) 



et nous voyons que: 



(AJ - A)B x (t) {n) Qx = x , (V)z G £ 



et: 



£ A (t) (n) Q(A/-A)x = x , (V)aceX>(A) 



d'où on obtient que À G p(A). Nous en déduisons que À G c(A) implique A n 
(7 (T(t) ( - n - ) ) pour tout n G N*. Par conséquent: 



| A n e A *| A G a(A)} C a (T(t) 



(n) 



ou bien: 



et finalement: 



(e«) 



(n) 



A G cr(A) C d (T(t) 



(e^) (n) C.(T(t) 



(n) 



pour tout n G N* et tout £ > O.l 



98 CHAPITRE 3. C -SEMIGROUPES AVEC PROPRIÉTÉS SPÉCIALES 

3.2 Co-semi-groupes analytiques 



Par la suite nous étudions la possibilité d'étendre l'intervalle ]0,oo) à une 
région du plan complexe, sans abandonner les propriétés de C -semi-groupe. Nous 
désignerons par A l'ensemble: 

{z G C|i?e z > et (pi < arg z < p 2 , Pi < < p 2 } 

Définition 3.2.1 On appelle Co-semi-groupe analytique une famille {T(z)} zeA C 
B{£) vérifiant les propriétés suivantes: 
i) T(0) = I; 

11) T( Zl + z 2 ) = T(z l )T(z 2 ), (V) Zl ,z 2 e A; 

iii) lim^^o T(z)x = x, (V)x G S, z G A; 

iv) V application: 

A 3 z 1 — > T{z) G B{£) 
est analytique dans le secteur A. 

Comme la multiplication par e wt n'a aucun effet sur la possibilité ou l'impossibilité 
d'extension à un semi-groupe analytique, il est suffit de considérer seulement les Co- 
semi-groupes uniformément bornés. Le théorème suivant donne une caractérisation 
pour les Co-semi-groupes analytiques uniformément bornés. 

Théorème 3.2.2 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, 0) et A son générateur infinitésimal 
tel que G p{A). Les affirmations suivantes sont équivalentes: 

i) il existe ô > tel que {T(t)} t>0 peut être étendu à un semi-groupe analytique 
dans le secteur: 

A s = {z G C\Re z > et | argz| < ô} , ô>0 

et {T(z)} 

zeAy est uniformément borné dans tout sous secteur fermé A s > C A s , où 

à' e]0,ô[; 

ii) il existe une constante C > telle que pour tout 7 > et tout rj 7^ on ait: 

\\Rfr + i m A)\\<^- ; 

iii) il existe ô E 0, | et K > 1 tel que: 

p(A)dS 5 = |agC |argA| < | + ( $Ju{0} 
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et: 



iv) l'application: 



\\R(X;A)\\<^- , (V)AgS,-{0} ; 



]0,oo) 3ti — >T(t) eB(£) 



est différentiable et il existe une constante L > tel que: 

\\AT(t)\\<j , (V)t>0. 
Preuve i) => ii) Soit Se 0, § . Si S' g]0, S[, il existe C > tel que: 

\\T(z)\\<C 
pour tout z G Agi. Comme l'application: 

A s 3z^ T(z) G B{£) 

est analytique dans le sous secteur A$>, avec le théorème de Cauchy ( |DS'67| pag. 
225]), on voit que 

J T(z) dz = , 
r 

quel que soit le contour de Jordan lisse et fermé T C Agi. Par conséquent, dans 
l'intégrale 

oo 

R(j + ir);A)x= j e'^ +ir))t T(t)x dt , 7 > 0, 



on peut changer le chemin d'intégration par: 

T = {r(cos0 + isin0)| < r < 00, \6\ < S'} . 
Si 77 > 0, alors pour le chemin 

r_^/ = {r(cos S' — i sin S') | < r < 00} , 

nous obtenons: 

00 

11^(7 + irç; A)x\\ = J e~ {l+ir,)t T{t)x dt 


-( 7+ i J7)r (co S 5'-tsi n 5') T ( r ( cos 5' _ i sin d(r(cos ô' - 1 sin 5')) 



00 



< 



< 



-(7+j»7)r(cos S'—i sin 5') 



< C" Il a; Il e - r ^ cos5 ' +vsinS,) dr 



\\T(r(cosô' — i sin S') || ||x||| cos£' — zsin5'| cfr < 

Cbll 



" ■ < _ — \\ x \ 

7 cos ô' + r) sin 5' r/ sin ô' 
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Si nous notons: 



alors on obtient: 



C = 



a 



sin 5 



\\R(~/ + i m A)\\ <^ . 
Soit maintenant î] < 0. Alors pour le chemin 

r> = {r(cos 5' + z sin <T) | < r < oo} , 



nous avons: 



\\R(Tf + iri; A)x 

I 



j e-^ +i ^T(t)x dt 
o 

(rf^Mœs 5'+"m«5') T ( r ( C0S 5 / + i sin rf (r(cos S' + i sin 5')) 



oo 



< 



<-i 



-(■y+ir))r(cos S'+i sin S') 



\T(r(cosô' + i sin S') \\ \\x\\ \ cosô' + isin<5'| dr < 



oo 

< C"||x|| J e -H~/cos6'-r,sm5>) dr 



C'Wxl 



Par conséquent: 
Finalement on voit que: 



7 cos 8' — r) sin 5' —r] sin 5' 



C 



< c ' \\ x \\ ÇL\\ X \ 



11^(7 + ^^)11 <— . 

-7] 



\\R^ + W,A)\\ < 



C_ 

\v\ 



ii) =>- iii) Comme {T(t)} t>0 G SÇ(M, 0), avec le théorème de Hille-Yosida on 
voit que: 



||i2(A;A)|| < 



M 
~ReX 



pour tout À G A . Compte tenu du (ii), il existe C > tel que: 

pour tout À G A avec JmÀ 7^ 0. Compte tenu des inégalités: 

ReX\\R(X;A)\\ < M 



et: 



\ImX\\\R(X; A)\\ < C , 
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nous obtenons: 

Re 2 X\\R(X;A)\\ 2 < M 2 

et: 

Im 2 X\\R(X; A)\\ 2 < C 2 , 

d'où il résulte que: 

(Re 2 X + Im 2 X)\\R(X;A)\\ 2 <M 2 + C 2 . 
Par conséquent, il existe une constante K\ = y/ M 2 + C 2 > 1 tel que: 

\\R(X;A)\\<^ , (V)AgA . 

Considérons A G C avec ReX < 0. Soit 7 > suffisamment petit et r\ 7^ 0. Comme 
l'application R(.;A) est analytique sur p(A), pour tout À = ReX +ir) G p(A) avec 
ReX < 0, nous obtenons: 



R(X;A) = f {ReX -^ R( 1 + ï r ] ;A)^ 



n=0 n - 

Avec la proposition 11.1.161 (iii), on voit que: 

R(j + ir]- A) {n) = (-l)"n! J R( 7 + 177; A) n+l . 

Alors il vient: 

00 

R(X; A) = X:(-l) n (i?eA - 7 )»J2( 7 + t V; A) n+l 

n=0 

et cette série est uniformément convergente pour: 

\\R(^ + ir]; A)\\ \ReX-~/\ < a < 1 . 

Compte tenu de la propriété (ii), elle est convergente pour la topologie de la norme 
si A = ReX + ir] G p(A) est tel que sa partie réelle vérifie ReX < et 

ip\ 1 / a \v\ / \v\ 
I^A- 7 |< — <- . 

C'est-à-dire qu'il existe un voisinage V £ , e = ^r-, de 7 + zï? G A contenu dans 
lorsque 7 > est suffisamment petit. Dans ce voisinage V £ , il existe A G C 
tel que ReX < et A G p(A). Si nous définissons 5 G 0, | tel que: 

. liîeAl liZeAl a , r 

tan ^mÂ7 = ^r = c ' aG]0 ' 1[ ' 
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ou: 



a 



alors on voit que: 



5 = arctan — , «e]0,l[, 
C 



{Cec||argC|<| + 5}cp(A) 



Nous désignerons par £5 l'ensemble |A G C | argÀ| < | + U {0}, où 5 G 
Si À G Sa — {0} et Re\ < 0, alors nous avons: 



- 



\\R(X; A)\\<Y: \\R(l + im ^) n+ I^À " 7l" < 

n=0 

~ C n+1 a n |?7| n 1 C 



Comme: 



il vient: 



d'où: 



n^ô \v\ n+1 C n l-a|/mA| 
\Re\\ 



1 



\Im\\ C ' 
\Re\\ 



12 x 

< 



Par conséquent 



|/mA| 2 C 2 



\ReX\ 2 1 

' 2 ' + 1 < 7^ + ! 



< 



|iîeA 


2 + |/mA| 2 




ImX 


2 



C 2 



ou 



IA 



2 1 + C 2 

< 



|/mA| 2 C 2 



Il s'ensuit donc que: 



1 VTTc 2 

< 



\ImX\ C\X\ 



Par suite: 



et si nous notons 



alors il vient: 



1 — a 



> 1 



\\R(X;A)\\<j^ , (V)AGS,-{0}. 
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Finalement, on obtient qu'il existe K > 1 tel que: 

\\R(X;A)\\<^- , (V)àg£ 5 -{0}. 

iii) =>- iv) Supposons qu'il existe ô G 0, \ et K > 1 tel que: 



A G C 



argA| < ! + U{0} 



et 



||i2(A;A)|| < 



TÂT 



(V)A éSj- {0}. 



ou 



et 



Compte tenu du théorème I2.5.1[ on voit que l'opérateur A est le générateur in- 
finitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 pour lequel il existe M > 1 tel que 

\\T(t)\\<M , (V)t>0. 

De plus, pour v G f , f + 5 on considère le chemin 

r _ r (l) i i p(2) 

= {r(cos v — % sin ^) | < r < oo} 

= {r(coszv + isinz/)| < r < oo} , 

TU) = — [ e zt R(z; A) dz , (V)t > 0, 
2ni J 
r„ 

l'intégrale étant uniformément convergente par rapport à t > 0. 
Soit 

V? : [0,oo) x E 5 — ► , 
<p(i, z) = e zt R(z; A) . 
Il est clair que l'application 95 est différent iable par rapport à t > et: 

0y>(z,t) 



tel que 



ze zt R(z; A) . 



De plus: 



d<p(z,t) 
dt 



ze zt R(z; A) 



< K 



, (V)t>0. 
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Avec le théorème de dérivation de Lebesgue, on voit que l'application 

]0, oo) 9{k T{t) G £>(£) , 

T(t) = — [ e zt R(z; A) dz , (V)t > 0, 
2m J 
r„ 

est différentiable et on a: 

T(t)' = — [ ze zt R{z; A) dz , (V)t > 0. 
2m J 



Comme v G 



f,f + <$ , il vient cosz/ < et compte tenu que: 



— / ze zt R{z- A)dz + ^- f ze zt R{z; A) dz 
2m J 2m J 



< 



oo oo 

< — Jre rtcosu \\R{z;A)\\ dr + — J re rtcosu \\R(z; A)\\ dr < 



o 

oo 



< - f e- ri (— ) dr = -( — — ) , (V)t > 0, 



7T 



on déduit qu'il existe L 



7T \— tCOSi^, 

, M s > tel que: 
L 



\\AT(t)\\ = \\T(ty\\<j , (v)t>o. 

iv) =>- ï) Soit to > 0. Avec la formule de Taylor et compte tenu de la remarque 
13.1.61 on a: 



fc=0 



k\ 



{n-l)\ 



t 



(t - t y 



E KjL ^A k T(t Q ) + 



k=0 



k\ 



(n-l)\ 



{t-u) n - l T^ n \u)du 



(t - u) A n T(u) du , 



t 



pour tout n G N*. 

Compte tenu du (iv) et de la remarque 13.1. 6[ on voit que: 



(t - u) n - l A n T(u) du 



< 



1 



(n - 1)! 



(t-u) 



n—l 



t 



ATM- 

n 



< 



(n-1) 

— 1— /(t - u)- 1 ( —Y du < — i— f —V /(t - 1,)- 1 d w 
(n-l)!i v 7 Uj -(n-l)!Wo// 
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Avec la formule de Stirling 

n\ =n n V2^e~ n+ ^ , u n e}0,l[, 

on obtient 

de" > n n . 

Par conséquent: 



(n-1)! 



t 



< i(l^°r LW = ( Le t-t oY 



1 r 

-— [ J{t-u) n - l A n T{u)du 



pour t > to > et n G N* suffisamment grand. 

Il en résulte que la série de Taylor est convergente vers T(t) si t — 1 < et on a: 

T (t) = £ ^—Y^A n T(t ) . 
Il s'ensuit donc que pour z G C vérifiant 

Re z > et \z — t \ < —— , 

Le 

on peut définir une fonction analytique 

oo <~_+\n 

T(z) = j: [ -^ L A n T(t ) . 

n=0 H - 

La série de la partie droite de cette égalité est uniformément convergente par 
rapport à z G C vérifiant les conditions Re z > et 

\z - t \ < a— , 
Le 

où a G]0, 1[. 

Soit z G C tel que Re z = t >. On voit que: 

, . i?e z 

|im z = z — i < 



Le ' 



d'où: 

\Im z\ 1 
< — 



|itez| Le 
ou encore 

, 1 

argz| < arctan 



Le 
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En prenant 

ô = arctan (^j^j > 
nous obtenons que l'application 

A 5 3 z^ T(z) G B{£) 

est analytique dans le secteur 

A 5 = {z G C | Re z > et | arg z\ < ô} . 

De plus, si nous considérons z e C avec les propriétés Re z > et \z — to\ < ct|^, 
a g]0, 1[, alors nous déduisons que: 

oo I ~ + In 

\\T(z)\\<\\T(t )\\ + ^ l —^\\A n T(t )\\< 

<- ^-mio n <- 

< M+Y a n = M + . 

^1 1 -« 

Par conséquent, si nous notons 

5 = arctan ^a—^ , ae]0,l[, 
nous voyons que l'application 

A S 3 z^ T(z) G B{£) 

est uniformément bornée dans le sous secteur 

A 5 > = {z G C| Re z > et \ &rgz\ < ô'} C A s . 

Il est évident que T(0) = / parce que {T(t)} t>0 G SÇ(M, 0). De plus, pour tout 
t > et tout z G A 5 , il résulte que: 

T(t)T{z) = Y: ^A n T(t Q + t) = 

n=0 U - 

= ±^±^p±W A » T[t0 + t) = T{t + z) . 
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Alors, pour tous z±, z 2 G Ag, nous obtenons: 

00 (7 — t \ n 
T( Zl )T(z 2 ) = T( Zl ) £ 1 2 ; ° J A n T(t ) = 

= ± i -^^A-T(z 1 )nt ) = £ ^^A-T{ Zl + t ) 

= ± [(Z2 + Zl) ~. (Zl + to)]n A"T( Zl + to) = T{z x + z 2 ) . 



Soit 



£0= U 

0<t<oo 



Nous prouvons que cet ensemble est dense dans £. Soient xG£et£ n >0,nGN, 
tel que lim^oo t n = 0. Alors pour x n = T{t n )x G £q, n G N, nous obtenons: 

lim x n = lim T(t n )x = x . 

Par conséquent, £ = £. 

De plus, nous avons vu que {T(z)} z€A ; est uniformément borné dans tout sous 

6 

secteur fermé Ay. De même, pour x G £ on obtient T(t)x G £q et: 

lim T(z)T(t)x = lim TU + t) = T(t)x . 

Compte tenu du théorème de Banach-Steinhaus ( |DS'67[ Theorem IL 1.11, pag. 
52]), il en résulte que 

lim T(z)x = x , (V)z G £, z G A^. 

Finalement, on voit que {T(z)} zeAg est un Co-semi-groupe analytique qui étend le 
semi-groupe {T(t)} t>0 G SÇ(M, 0).m 



3.3 Co-semi-groupes de contractions 

Dans la suite nous présentons quelques problèmes concernant la classe du 
Co-semi-groupes {T(t)} t>0 vérifiant la propriété < 1, pour tout t > 0. 

Définition 3.3.1 On dit que {T(t)} t>0 est un C -semi- groupe de contractions sur 
l'espace de Banch £ si {T(t)} t>0 G SÇ(1,0). 
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Lemme 3.3.2 Soit {T(t)} t>Q G SÇ(M,lo). Alors, l'application: 

III • III : £ ► R+ 

= supe^||T(t)x|| , (y)xeS, 
est une norme sur S équivalente avec la norme initiale || . ||. 

Preuve Soit x G S. Pour tout t > 0, on a: 

e- wt \\T{t)x\\ < e^||T(t)||||x|| < M\\x\\ . 
En passant à la borne supérieure par rapport à t, on voit que: 

|||x||| < M||x|| , (V)xeS. 

D'autre part, nous avons: 

\\\x\\\=supe- u}t \\T(t)x\\>e' u}0 \\T(0)x\\ = \\x\\ , (V)x G S, 

d'où il résulte que: 

INI < IIMH < M||x|| , (W)xeS. 

Par conséquent les normes ||| . ||| et || . || sont équivalentes.B 

Théorème 3.3.3 Soient {T(t)} t>0 G SÇ(M, uj), A son générateur infinitésimal 
et: 

S(t) = e^Tit) , (V)i > 0. 

Alors: 

i) {S(t)} t > G 50(1,0); 

ii) le Cq- s emi- groupe {S{t)} t>Q a pour générateur infinitésimal l'opérateur B = 
A-ujI. 

Preuve i) Il est clair que la famille {<5'(t)} t>0 est un C -semi-groupe. De plus, 
pour tout t > 0, on a: 

|||S(t)a;||| = supe^ s ||T(s)e-^T(t)x|| = 

s>0 

= supe^ r ||T(r)a;|| < sup e^ r ||T(r)x|| = |||x||| , (V)x G S, 

T>t T>0 
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d'où on obtient: 

< HMH , (V> G S et t > 0. 

Il s'ensuit que: 

||5(*)||<1 , (V)t>0 
et, par conséquent, {S(t)} t>0 G SÇ(1,Q). 
ii) Elle est analogue à celle du théorème 12.1.111 b 

Pour les Co-semi-groupes de contractions, on peut formuler la version suivante 
du théorème de Hille-Yosida. 

Théorème 3.3.4 Un opérateur linéaire: 

A : V{A) CS — ► S 

est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G <SÇ/(1,0) si et seule- 
ment si: 

i) A est un opérateur fermé et T>(A) = £; 

ii) A = {A G C |ReA > 0} C p{A) et pour A G A , on a: 

W* A ™*li&r ' (v)neN "' 

Preuve i) ii) Comme {T(t)} t>0 G 5^(1,0), nous avons: 

||T(t)||<l , (V)t>0. 

Par suite, on peut prendre M = 1 et u = 0. Avec le théorème de Hille-Yosida, il 
résulte que: 

(i) A est un opérateur fermé et T>(A) = £; 

(ii) A = {A G C \Re\ > 0} C p(A) et pour A G A , on a: 

i"»» s (ïàF • (v)neN *- 

ii) =^> i) Soit 

A : V{A) C 8 — > S 

un opérateur linéaire vérifiant les propriétés (i) et (ii) de l'énoncé. Avec le théorème 
de Hille-Yosida, il en résulte que A est le générateur infinitésimal d'un Co-semi- 
groupe {T(t)} t>0 pour lequel il existe M = 1 et u = tel que: 

||T(f)||<l , (V)i>0. 
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Donc A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de contractions-^ 

Une autre caractérisation très intéressante des C -semi-groupes de contractions 
est donnée par le fameux théorème de Lumer-Phillips, dans lequel interviennent 
les opérateurs m-dissipatifs. 

Définition 3.3.5 On appelle opérateur m-dissipatif un opérateur linéaire A : 
T>(A) C £ — > £ vérifiant les propriétés suivantes: 

i) A est opérateur dissipatif; 

ii) il existe a > tel que Xm (a I — A) = £. 

Théorème 3.3.6 (Lumer - Phillips) Soit A : T>(A) C £ — > £ un opérateur 
linéaire tel que T>(A) = £. 

L'opérateur A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G SÇ(1, 0) 
si et seulement si A est un opérateur m-dissipatif. 

Preuve ==>- Soit A : T>(A) C S — ► S le générateur infinitésimal d'un semi-groupe 
{ T ( t ))t>o e «5(7(1,0). Si x G V(A) et x* G J(x), alors pour tout t > on voit 
que: 

Re{T{t)x — x, x*) = Re(T(t)x, x*) — Re(x, x*) < 

< \(T(t)x,x*)\ - Re(x,x*) < ||T(t)x||||x*||* - ||x|| 2 < 

< || x || 2 - ||a;|| 2 = , 

d'où: 

-Re(T(t)x - x, x*) < , (V)t>0. 
En passant à limite pour t \ 0, il vient: 

Re(Ax,x*) < 

pour tout x & £ et tout x* G J(x). Il s'ensuit donc que A est un opérateur 
dissipatif. 

D'autre part, avec le théorème 13.3.41 , on voit que ]0, oo) C p(A). Donc al — A G 
QC(£), (V)a g]0, oo). Par suite, Xm (al — A) = £ pour tout a > et finalement 
on voit que A est un opérateur m-dissipatif. 

ii) Soit A : V(A) C £ — > £ un opérateur m-dissipatif tel que T>(A) = £. Alors, il 
existe a g]0, oo) tel que Xm (a I — A) = £. En appliquant la proposition ll.2.3[ 
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on voit que îm (al — A) = S, pour tout a e]0, oo). Il s'ensuit que ]0, oo) c p(A). 
Comme A est un opérateur dissipatif, compte tenu de la proposition ll.2.2[ il vient: 



|| (al — A)x\\ > a\\x\ 



(V)ieP(4 



d'où: 



\\R(a;A)\\<- 



a 



pour tout a e]0,oo). Avec le théorème 13. 3. 4} on voit que A est le générateur 
infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 G SÇ(l,0).m 

Proposition 3.3.7 Soit A E B(£) tel que \\A\\ < l. Alors {e* (A ~ 7) } i>0 est un 
semi-groupe uniformément continu de contractions. 

Preuve II est évident que est un semi-groupe uniformément continu. 

De plus: 



AA-I) 



< 



JA 



< e' l|A|l e"' < 1 



(V)t > O.i 



3.4 Notes 

Pour les propriétés des Co-semi-groupes différentiables nous avons consulté IPa'83-11 pag. 51], 
[Ah'911 pag. 73] et |Da'80l pag. 28]. Le théorème EU se trouve dans [Le'OO-lj . 

Les propriétés des Co-semi-groupes analytiques uniformément bornés se trouvent dans [Pa'83-ïl 
pag. 60], |Ah'91[ pag. 81] ou Da'80, pag. 59]. Une introduction très intéressante des Co- 
semi-groupes analytiques, par la construction d'un calcul fonctionnel adéquat, est donné dans 
ICHADP'871 pag. 121]. 

Le théorème l3.3.6l a été montré par Lummer et Phillips dans |LP'61j . 
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Chapitre 4 



La formule de Lie - Trotter 



4.1 Le cas des semi-groupes uniformément con- 
tinus 

Dans cette section nous présentons la formule du produit de Lie- Trotter pour 
les semi-groupes uniformément continus. 

Théorème 4.1.1 Soient A le générateur infinitésimal d'un semi-groupe uniformé- 
ment continu {T(t)} t>0 et ([A n (t)} t>0 ^j ^ C B(£) tel que: 

lim \\A n (t)\\ =0 , 

n^oo 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). Alors: 



T(t) = lim 



I+-(A + A n (t)) 



n 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 



Preuve Soient < a < b. Si nous notons: 

V n (t) = I+-(A + A n (t)) , 
n 



alors, pour tout < k < n, on a: 



v n \t) 



I + -(A + A n (t)) 

Th 



< 



< 



i + -(HI + IKWII) 



< 



\Mt)\\) 
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j^ l (||A|| + p ra (t)||)^ ^ f(P|| + ||A n (t)||)^ 



i=0 

oo 



rr 



i=0 



il 



< J2 f (ll^ll + \\ A n(t)\\Y = e t(\\A\\ + \\A n (t)\\) < M 



i=0 



■Il 



cette dernière quantité étant uniformément bornée par rapport à t G [a, b]. De 
même, pour: 

U n (t)=e^ A , (V)t>0, 

nous obtenons: 

tC(t) = é A = T(t) , (v)t>o 

et pour tout < & < n, nous avons: 



u k n {t) 



< e %\\M < e W\ < e t||A|| < N 



uniformément par rapport à t G [a, b]. Il vient: 

v:(t) - u:(t) = v:(t)u° n (t) - c~ + 
+ vr 1 (t)u^)-vr 2 (t)u 2 n (t) + 

+ vrww «) = 

n— 1 



i=0 
n— 1 



Comme: 



- U n (t) — I + -A + -A n (t) - e^ A = 
n n 

= I+-A + -A n (t)-I--A-^A 2 

n n n 



2\n 2 ' 



il résulte que: 



\V n (t) - U n (t)\\ < -\\A n (t)\\ + 



1 t 2 



n 2\n 2 



+ 



Par conséquent: 



n-1 



MN[t\\A n (t)\\ + 



i=0 

2! n 



\v,ï(i ) - u:(t)\\ < £ m ( ^\\Mt)\\ + ^WM 2 4 



II 2 

2!n 2 



AT = 



+ 



si n — > oo, 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo), ce qui achève 
la preuve.» 
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Théorème 4.1.2 (la formule exponentielle) Soit A le générateur infinitési- 
mal d'un semi-groupe uniformément continu {T(t)} t>0 . Alors: 



T(t) = lim (i + -aY = lim (i - -A 

n->oc y n J n ^°° \ n 



lim 

n— >oo 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 



Preuve La première égalité résulte du théorème 14.1.11 pour A n (t) = 0, quels que 
soient n G N et t > 0. 
Soient < a < b. On a: 



t 



-A 



< 1 



pour n suffisamment grand et t G [a, b]. Avec le lemme 11.1.21 il vient: 

T t 



et: 



ou: 



et: 



I A 

n 



n 



-, oo t i A i 



-A g gc(£) 



E 

i=0 



n' 



I+-{A + A n {t)) , 



n 



A n (t) = -A 2 + —A 3 + ■ 



n 



lim \\A n (t)\\ =0 , 

n— >oo 

uniformément par rapport à t G [a, 6] . Avec le théorème I4.1.1[ on voit que: 



T(t)= \\m[I + -(A + A n (t)) 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo) 
La troisième égalité en résulte compte tenu que: 

-î" 



n 




= lim 


\i - U] 


/ n— »oo 


n 



I--A 

n 



n n 



t \t 



-I- A 



Théorème 4.1.3 (la formule de Lie- Trotter) Soit A\ le générateur infinité- 
simal du semi-groupe uniformément continu {Ti(t)} t>0 et A 2 le générateur in- 
finitésimal du semi-groupe uniformément continu {r 2 (t)} 4>0 , alors l'opérateur: 

A:S — >£ , 

Ax = A\x + A 2 x 
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est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe {T(t)} t>0 uniformément continu, 
tel que: 

T(t) 



lim 

n— >oo 









vJ. 







uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo) 
Preuve Nous avons successivement: 



îi - T 2 - 



n 

t 
n 



n 

1 f 



I+-A l + -—A\ + 
21 n z 



3! ^ 



t 
n 



1 t 2 



1 ? 



I+-A 2 + ^-—Al + -—Al + -- 
21 n z 3! n 6 



t 



n 

/+i 

n 

I+-[A + A n (t)] 
n 



n- 



I + -(A x + A 2 ) + - -Ai + A 1 A 2 + -M + 



(A 1 + A 2 )+ t - (-Al + A X A 2 + -A 2 2 j ; ■ 



où l'opérateur: 



t 



rr 



2!" 



2! 



Mt) = n \2\ Al + AlÂ2 + 2!^ ' + ~ ( + - A ^ 2 + - AlA 
a la propriété: 



1 

3! 



-^21 + 



IA 



< 



^A* + v4iA 2 + ^Al 



+ 



+ — 

n z 



3! 1 2! 2! 2 3! 



+ 



si n — > oo 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). Avec le 
théorème 14.1. 1[ on voit que: 



T(t) 



lim 

n— >oo 



To 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo).i 
Remarque 4.1.4 Si A, B G £>(£), alors on a: 

lim (f 



3 t(A+B) 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 
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4.2 Propriétés de convergence des Co-semi-groupes 



Dans cette section on introduit la topologie de la résolvante sur l'ensemble 
ÇI(£) des générateurs infinitésimaux et on montre le théorème de Trotter - Kato. 

Définition 4.2.1 On dit que la suite (Ai) ne N* C QT{£) est convergente vers A G 
QX[E) pour la topologie forte de la résolvante si pour tout À G fl p(A n ) fl p(A), 

nGN* 

on a: 

R(X;A n )x — > R(X;A)x , si n — > oo , (V)x G S. 

De même, on dit que la suite (A n ) ^ c G%{£) est convergente vers A G ÇX(£) 
pour la topologie uniforme de la résolvante si pour tout À G fl p(A n ) fl p{A), on 

rteN* 

a: 

\\R(X; An) - R(X; A)\\ — >0 , a n^oo. 

Par la suite, nous supposerons que Çl(£) est doté de la topologie forte de la 
résolvante. 

Lemme 4.2.2 Soient {T(t)} t>0 , {S(t)} t>0 G SÇ(M,u>) et A, respectivement 
B, leur générateurs infinitésimaux. Alors pour tout X G et tout x G S on a 
l'égalité: 

t 

R(X; B) [T(t) - S(t)} R(X; A)x = fs(t- s) [R(X; A) - R(X; B)} T(s)x ds 

o 

quel que soit t > 0. 

Preuve Soient x G £ et À G A w . Alors R(X;A)x G V(A) et R(X; B)x G V(B). 
L'application: 

[0, t] 3 s — > S(t- s)R(X; B)T(s)R(X; A)x G S 
est différentiable et pour s G [0, t] et x G S nous avons: 

^-S(t - s) [R(X; B)T(s)R(X; A)x\ = 
ds 

= S(t - s)(-B)R(X; B)T(s)R(X; A)x + S(t - s)R(X; B)T(s)AR(X; A)x = 

= S(t -s)(XI-B- XI)R(X; B)T(s)R(X; A)x + 

+ S(t - s)R(X; B)T(s)(-XI + A + XI)R(X; A)x = 

= S(t - s)T(s)R(X; A)x - XS(t - s)R(X; B)T(s)R(X; A)x - 
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- S(t - s)R(X] B)T{s)x + XS(t - s)R(X; B)T(s)R(X; A)x = 
= S(t - s) [T(s)R(X; A)x - R(X; B)T(s)x] = 
= S(t- s)[R(X;A) - R(X;B)]T(s)x 

puisque la résolvante R(X; A) commute avec T(t), (V)£ > 0. Par conséquent: 

t 

S(t - s)R(X; B)T(s)R(X; A)x\ t = Js(t- s) [R(X; A) - R(X; B)] T(s)x ds , 

o 

ou encore: 

R(X; B)T(t)R(X; A)x - S(t)R(X; B)R(X; A)x = 

t 

= js(t- s)[R(X;A) - R(X;B)]T(s)xds , (V)x G S. 
o 

Comme S(t)R(X; B) = R(X] B)S(t) pour tout t > 0, on obtient finalement: 

t 

R(X; B) [T(t) - S(t)} R(X; A)x = j S(t - s) [R(X; A) - R(X; B)} T(s)x ds 

o 

pour tout x G Sm 

Le théorème suivant présente une très jolie correspondance entre les C -semi- 
groupes d'opérateurs linéaires bornés et leur générateurs infinitésimaux. 

Théorème 4.2.3 Soient ({T n (t)} t>0 j ^ C SÇ(M, ou) ayant pour générateurs 
infinitésimaux les opérateurs (A n )„ e N* C ÇI(M,uj) et {T(t)} t>0 G SQ(M,u) ayant 
pour générateur infinitésimal l'opérateur A G ÇX(M,uj). 
Les affirmations suivantes sont équivalentes: 

i) An — > A, si n — > oo ; pour la topologie forte de la résolvante; 

ii) pour tout t g]0, oo) on a l'égalité: 

lim J sup ||T n (i)a; - T(t)x\\ 1=0 , (V)x G S. 
n ^°° W[o,t ] J 

Preuve i) ii) Supposons que A n — > A, si n — > oo, pour la topologie forte de 

la résolvante. Pour tout À G A w , nous avons: 

R(X; A n )x — >■ R(X] A)x , si n — > oo , (V)x G S. 

Soient t G]0, oo), x G S et À G A w arbitrairement fixées. Puisque la résolvante 
commute avec le semi-groupe associé, il résulte que: 

[T n (t) - T(t)} R(X; A)x = T n (t) [R(X; A) - R(X; A n )\ x + 
+ ^(À; A n ) [T n {t) - T{t)\ x + [R(X; A n ) - R(X; A)] T(t)x. 
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Compte tennu de (i), on voit que le premier terme converge vers zéro si n — > oo, 
uniformément par rapport à £ G [0,£o]. 

De même, la continuité de l'application £ i— » T(t)x sur l'intervalle compact [0,£o], 
conduit au fait que l'ensemble {T(t)x |£ G [0, £o] } est compact, comme l'image d'un 
compact par une fonction continue. On en déduit facilement que le troisième terme 
est fortement convergent vers zéro lorsque n — > oo et cette convergence est uniforme 
par rapport à £ G [0, £ ]. 

Pour le deuxième terme, compte tenu du lemme 14.2.21 on a: 



R(X;A n ) [T(t)-T n (t)}R(X;A)x 



I 



T n (t - s) [R(X; A) - R(\; A n )\ T(s)x ds, 



o 



pour tout £ G [0, £q]. Si pour s G [0, £q], on pose 



ft,n{s)x — T n (t 



s) [R(X;A)-R(X;A n )]T(s)x 



< s < t < £, 



alors on voit que: 



\\ft,n( S ) X 



\\T n (t - s) [R(X] A) - R(X; A n )} T(s)x\\ < 
\\T n {t-s)\\ \\R(X;A) - R(X;A n )\\ \\T{s)\\ \\x\\ < 
Me w(i " s) (\\R(X;A)\\ + \\R{X; A n )\\) Me" s \\x\\ < 



< 



< 



< 




De plus, compte tenu des inégalités: 



WftA S ) X 



= ||T n (£ - s) [R(X; A) - R(X; A n )} T(s)x\\ < 

< \\T n (t-s)\\ \\R(X;A) - R(X;A n )\\ \\T(s)\\ \\x\\ < 

< Me w( '- s) \\R(X; A) - R{X; A n )\\ Me" s ||x|| < 



nous obtenons 



n 



lim ||/ tn (s)x|| = 
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quels que soient s G [0, t] et t G [0, t ]. Avec le théorème de la convergence dominée 
de Lebesgue ([DSÏ671 Theorem III. 3. 7, pag. 124]) il résulte que: 

t t 
lim / ||/t,„(s)x|| ds = lim ||/t,„(s)x|| ds , 



pour tout t G [0,t ]. Il s'ensuit donc que: 

\im\\R(X;A n )[T(t)-T n (t)}R(X;A)x\\=0 , (V)x G S, 

uniformément par rapport à t G [0,to]- Si nous notons ?y = R(X;A)x G f (^4), on 
voit que: 

\im\\R(X;A n )[T(t)-T n (t)}y\\ = , (W)yeV(A), 

uniformément par rapport à t G [0, ta]. Par conséquent, si a; G T>(A), le deuxième 
terme tend vers zéro pour n — » oo, uniformément par rapport à t G [0,to]- 
Il s'ensuit que: 



lim { sup \\[T n (t) -T(t)]R{X;A)x\\ \ = , (Y)x€V(A), 



n^oo 



d'où il résulte immédiatement: 



lim { sup ||[T n (t)-T(*)]y|| =0 , (V)y G i?(A; A)D(A). 
je[o,t ] J 



n— >oo 



Comme i?(À; A)V(A) = V(A 2 ), compte tenu du théorème EXH on voit que 
R(X; A)V(A) = S. Nous obtenons finalement: 



lim { sup \\T n {t)x - T(t)x\\ \ = , (V)x G 5. 



n— >oo 



n) ==>- ï) En appliquant le théorème 12.3. H nous obtenons pour À G A^: 

oo 

[R(X;A n ) - R(X;A)}x = Je~ xt [T n (t) -T(t)}xdt , (V)a; G £, 

o 

d'où il résulte: 

oo 

Il [fl(A; Ai) - R{X; A)} x\\ < fe~ ReXt \\ \T n (t) - T(t)} x\\ dt , (V)x G S. 



o 



Mais: 

||[T n (t) -T(*)]x|| < 2Mé Jt \\x\ 
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quels que soient x £ £ , t > et n £ N* . Dans ce cas, en posant: 
f n (t) = e xt [T n (t)-T(t)}x , (V)t>0 

on voit que: 

||/ B (É)|| <2Me-^ x -^\\x\\ , (V)t>0. 
De plus, compte tenu de l'inégalité: 

\\f n (t)\\<e- ReXt \\[T n (t)-T(t)}x\\ , 

nous obtenons: 

lim ||/„(t)|| = , (V)f>0. 

Avec le théorème de la convergence dominée de Lebesgue fjl)S'67. Theorem 
III.3.7, pag. 124]), il vient: 

lim II [R(\; A n ) - R(X; A)} x\\ = 

n— >oo 

pour tout x & £ et tout A G A u . Donc A n — > A, si n — > oo, pour la topologie 
forte de la résolvantes 

Une version intéressante du théorème 14.2.31 est le théorème suivant. 

Théorème 4.2.4 Soient ({T a (t)} t> ^J ^ C SÇ(M,u) ayant pour générateurs in- 
finitésimaux les opérateurs (A a ) a>0 C Ç1(M, uj) et {T(t)} t>Q G SÇ(M,u>) ayant 
pour générateur infinitésimal l'opérateur A G ÇI(M, uj). 
Les affirmations suivantes sont équivalentes: 

i) pour tout x G T>(A), il existe x a G T>(A a ) tel que: 

et: 

ii) pour tout À G A w , on a 

lim R(X; A a )x = R(X; A)x , (V)x G £; 

iii) pour tout to G]0, oo), nous avons: 

lim < sup \\T a (t)x — T(t)x\\ > = , (V)x G £. 
[te[0M ) 



lim x a = x 

a\0 



lim AfyXty — Ax~. 

a\0 



122 CHAPITRE 4. LA FORMULE DE LIE - TROTTER 

Preuve i) =>- ii) Soient À G A w et x G V(A). Alors il existe x a G V(A a ) ) a > 
tel que 

lim x a = x 

a\0 



et: 



lim A a x a = Ax 

a\0 



Nous définissons 

y = (XI - A)x G (XI - A)V(A) 

et 

y a = (XI - A a )x a G (XI - A a )V(A a ) , a > 0. 

Il résulte que x = R(X; A) y et x a = R(X; A a )y a . Compte tenu des égalités du (i), 
nous obtenons: 



et: 



lim R(X; A a )y a = R(X; A)y 

a \0 



lim A a R(X; A a )y a = AR(X; A)y . 

a\0 



On voit que cette dernière égalité devient: 



ou bien 



lim (XI -XI + A a )R(X; A a )y a = (XI - XI + A)R(X; A)y 

a\0 



lim XR(X; A a )y a - lim (A/ - A a )R(X; A a )y a 

q\0 a\0 



= XR(X;A)y - (XI - A)R(X;A)y 

Il vient: 



d'où: 



XR(X; A)y - lim y a = XR(X; A) y - y , 

a\0 



lim y a = y ■ 

a\0 



D'autre part, pour tout a > on a: 

et pour y G (A/ — A)V(A) on voit que: 

R(X; A a )y = R(X; A a )(y - y a + y a ) = R(X; A a )(y - y a ) + R(X; A a )y a 
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Par suite: 



d'où il vient: 



\\R(X;A a )y-R(X;A)y\\ < 

< \\R(X; A a )(y - y a )\\ + \\R(X; A a )y a - R(X; A)y\\ < 

M 

< ~rï~~\ \y~Va \\ + \\R(X;A a )y a -R(X;A)y\ , 

ReX — ou 



lim R(X;A a )y = R(X;A)y 

a\0 



pour tout y e {XI - A)V(A). Comme (XI - A)V(A) = £, on voit que: 
lim R(X; A a )x = R(X; A)x , (V)x G £. 

a\0 

ii) ==>- i) Soient À G et x G £ tel que: 



Si nous définissons: 



et: 



nous obtenons: 



lim R(X; A a )x = R{X; A)x . 

a\0 



y a = R(X;A a )x G V(A a ) 
y = R{X; A)x G V(A) , 



lirnu a = y 

a\0 



De plus: 



lim A a y a = lim A a R(X; A a )x = lim[Ai?(À; A a )x — x] = 
= XR(X; A)x -x = AR(X; A)x = Ay . 

ii) -<=>• iii) Cette équivalence s'obtient avec une preuve analogue à celle du 
théorème 14.2.31 b 

Corollaire 4.2.5 Soient (^{T a (t)} t>Q j ^ C SÇ(M,uj) ayant pour générateurs in- 
finitésimaux les opérateurs (A a ) a>0 C ÇX(M, uj) et {T(t)} t>0 G SQ{M,uj) ayant 
pour générateur infinitésimal l'opérateur A G QX(M, uj). Supposons que pour 
tout x G 1){A), il existe ô > tel que pour tout a G]0,<5[ on ait x G V(A a ) et 
lim Q \o A a x = Ax. Alors, pour tout to g]0, oo) nous avons: 

lim < sup \\T a (t)x — T(t)x\\> = , (V)x G £. 
Ue[o,t ] J 
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Preuve Dans le théorème I4.2.4| nous pouvons prendre x a = x, (V)a e]0, 

Le théorème suivant montre que sous certaines conditions, ÇX(M, u>) est une 
sous-classe fermée dans QX{£). 

Théorème 4.2.6 Soient (Ai)neN* C QT{M, uS) et A G A u tel que: 

i) (R(X ; v4 n )) ngN , est fortement convergente vers R\ G B{£); 

ii) îm R\ = £. 

Alors il existe un unique opérateur A G ÇX(M,cu) tel que R\ = R(X ; A). 
Preuve Nous notons: 

S = |à G A w (R(X; Ai)) n6 N* est fortement convergente} . 
Montrons que S = K w . 

Prouvons que S est ensemble ouvert dans A w . Soit /i G S. Pour tout n G N*, 
l'application: 

p(A n ) 3 A i — ► R(X; A n ) G B(E) 
est analytique et nous avons: 



R(X; K 



fc=0 

oo 



fc! dfji h 



fc=0 

oo 



k\ 



£](//- X) k R{^;A n 

k=0 



,fe+l 



Comme A n G Q1{M, uS) implique: 



< 



M 



(Refi — lu) 



, (V)fc G N*, 



on voit que: 



l|i*(A;40ll <Ei/^- A ii^;^) 

fc=0 



fc+1 



< M jr 



\n- x\ 



Re/j, — lû fz^ \ Re/j, — lo J 
La série de la partie droite de cette inégalité est convergente sur l'ensemble: 

V = |A G A w | |/i — X\(Rep, - u)- 1 < 1 } . 

Il en résulte que la série: 



R(X; A n ) = Y,(v-X) k R(fi; A n ) 

fc=0 



fc+i 
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est uniformément convergente sur les compacts 

V„ = {A G A w | l/x — \\(Refi - lu)- 1 < v < l} c V . 

Comme 

l|fl(A;A)||<- , 

Re^-uj k=0 

on voit que la suite (R(X; A n )) n&Nt est fortement convergente pour tout A G V u . 
Donc il existe un voisinage de n contenu dans S. Par conséquent S est ensemble 
ouvert dans A w . 

Maintenant, nous allons montrer que S est un ensemble relativement fermé dans 
A w . Soient (A m ) m6N G S et A G A^ tel que 

A = lim A m . 

m— >oo 

Pour tout z/ G]0, 1[, il existe X m u G 5 tel que: 

\Kn, v - A| (#e \ m>v - uy 1 <u<l . 

Compte tenu de la première partie de la preuve, on voit que la série 

00 

-R(A; Ai) = 22 (X m ,u — A) R(X m y, A n ) + 

est uniformément convergente et que la suite (R(X; A n )) n G N* est fortement 
convergente. Par conséquent, A G S et S est un ensemble relativement fermé dans 
Ajj. Comme Ao G S, nous voyons que S = A w par connexité. 
Pour À 6 A w , définissons l'opérateur R\ G B(£) par: 

R x x = lim i?(A; A„)cc , N)x G £. 

Soient A , /i G A^ arbitraires. On a: 

(Rx-R^x = lâm o [R(\',A n )-R(iiiA n )]x = 

= lim (/i — A)i?(A; A n )R(n; A n )x = 
= (fj, - X)R x R^x , (v> G S. 

Par conséquent R\ est une pseudo-résolvante, quel que soit A G A w . Comme il 



existe A G A w tel que îm iî Ao = S, compte tenu du théorème 11.1.221 (ii), on 



déduit que Tm R\ = £, quel que soit A G A w . Avec l'inégalité: 

||fi(A;A,) m ll< (te^-uy» ' (V)A G A " 6t m G N< 
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on voit que pour tout compact K C A^, il existe M K > tel que 

sup\\R(X;A n )\\<M K , 

quel que soit n G N*. Avec le lemme de Montel QGS'99, pag. 220]), on déduit 
qu'il existe une sous-suite (i?(À; A nfe )) fcgN „ telle que 

R\x = lim R(X] A nk )x , (V)x G £, 

k—>oo 

uniformément par rapport à A sur les compacts de A w . Comme -R(A; A nk ) est un 
opérateur injectif pour tout k G N*, avec le théorème de Hurwitz ( [GS'991 pag. 
193]) nous obtenons que R\ est un opérateur injectif, donc Ker R(X; A n ) = {0}. 
En appliquant le théorème 11.1.221 (iii), on voit que pour tout À G A w , il existe un 
opérateur linéaire A : V(A) — > £, A = XI — R^ 1 fermé et défini sur un sous 
espace dense tel que R\ = R(X] A), (V)A G A w . De plus: 

et le théorème de Hille - Yosida implique alors que A G QX(M,oj)m 

Maintenant, nous avons toutes les conditions pour formuler un autre résultat 
important concernant les Co-semi-groupes. 



Théorème 4.2.7 (Trotter - Kato) Soit [{T n (t)} t>0 j ^ C SQ(M,u) ayant 
pour générateurs infinitésimaux les opérateurs (^4n) ne N* ^ QT(M,u). 
S'il existe Ào G A w tel que: 

i) (R(Xo; A n )) n&Nt est fortement convergente vers R\ G B{£); 

ii) Tm R\ = £, 

alors il existe un unique opérateur A G QX(M,oj) tel que R\ = R(X;A), (V)A G 
A w . De plus, si {T(t)} t>0 est le C^-semi-groupe engendré par A, alors pour tout 
ta g]0, oo) on a: 



lim { sup \\T n (t)x - T(t)x\\ \ = , (V)x G £. 



n — -oc 



Preuve Les affirmations du théorème résultent du théorème 14.2.31 et du théorème 
K2M u 
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4.3 Formule de Lie - Trotter pour les Co-semi- 
groupes 

Dans la suite, nous montrons le théorème de représentation générale, la for- 
mule exponentielle et la formule de Lie- Trotter pour les semi-groupes fortement 
continus. Nous commençons par un résultat technique. 

Lemme 4.3.1 Soient T G B{E) et M, N > 1 tel que: 



< MN k , (V)jfc G N* 



Alors, pour tout n G N ; nous avons: 



e n{T - I] x - T n x < MN^e^-^Jn^N - l) 2 + nN\\Tx 



x\ 



pour tout x G S. 



Preuve Soient k, n G N tel que k > n. Alors, nous avons: 



T k x - T n x 



fc-i 



J2 (T i+1 x - Tx) 



< 



k-i 



k-l 



< J^llT \\Tx-x\\<\\Tx-x\\J2 MNi < 



k-l 



< M\\Tx - x\\ N**' 1 = {k- n)MN k - 1 \\Tx - x\\ < 

i=n 

< \k-n\MN n+k - 1 \\Tx-x\\ , (\f)xe£. 



Compte tenu de la symétrie, il est clair que cette inégalité reste valable si nous 
considérons n > k. Par suite, on voit que: 



T k x - T n x 



<\k-n\MN n+k - 1 \\Tx-x\\ , (Y)x G S et n, k G N. 



Si t > et n G N, alors nous avons: 



e t(T~I) x _ T n x 
oo t k 



oo ik 



y L ( T k x-T 

^ k\ v 



k=0 



X 



< 



T k x - T n x 



oo (fAT)k 

KMN^e-'WTx-xW^^rJ-lk- "\ 



fc=0 



k\ 
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Avec l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient: 



E— i^--i = E 



'(tNy 



'{tN) k 



k=0 



k=0 



k\ 



k\ 



k — ni < 



< 



E 



(tNy 



Il s'ensuit que: 



e t(T_J) a: - T n x < M N n ~ l e {N ~ l)t J {n - Nt) 2 + Nt\\Tx - a; 



quel que soit x G S. Finalement, en prenant t = n, nous obtenons l'inégalité 
considérée dans l'énoncé.B 

Théorème 4.3.2 (de représentation générale) Soit {F(t)} t>Q C B(£) une famille 
d'opérateurs linéaires bornés avec F(0) = I. Supposons qu'il existe u> > et M > 1 
tel que: 

\F{t) k \\ < Me kwt , (V)fc G N*, 

pour tout t > 0. 

Si A est le générateur infinitésimal d'un C - s emi- groupe {T(t)} t>0 tel que: 

lim F ^ X - X = Ax , (V)xeV(A), 



alors nous avons: 



t\o t 



T(t)x = lim 



F 



n 



x , (V)x G £, 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 



Preuve Soient < a < b. Pour t G [a, b], définissons: 



A -- 



/'(-) / 



, (V)n G N* 



t L \n, 

Il est clair que A n G £>(£), (V)n G N*, d'où il résulte que pour tout n G N*, A n 
est le générateur infinitésimal du semi-groupe uniformément continu { e * A "} t>0 e ^ 
de plus, nous avons: 



lim A n x = Ax , (V)x G V(A). 
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Avec le corollaire 14.2.51 nous voyons que: 

lim e tAn x = T(t)x , (V)x G S, 



uniformément par rapport à t G [a, b]. Compte tenu du lemme 13.3.11 si x G T>(A), 
il vient: 



e tAn x 



Ft'- 

n 



x 



n\F i -/ 

e l Vny Jx 



FI* 



x 



< 



< Mé 
= Me 

= Me 



1 +ne a 



- (n - 1)+ ( e "*- 1 ) n ^ (S 



1) +ne w «- 



F ^— J a; — x 



n 



w ±(„-l)+2_-=lt /.„,..« jX 2 t 2 



F ( - ) x — x 



d'où: 



e' An x 



si n — > oo, 



pour tout x G Î^(-A), uniformément par rapport à t G [a,b]. De plus, pour tout 
x G 2}(^4), nous avons: 



< 



T(t)x -\f(- 
L Vn 

T(t)x-e* A "x + 
d'où l'on déduit que: 

T(t)x = lim 



x 



< 



e* A "x - 



f i - 

n 



F 



x 



si n — » oo, 



x , (V)xGP(A), 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). 
Comme V(A) = S et F < Me ut , on voit que: 



T(t)x = lim 



Fil 

n 



x , (V)x G £, 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo).B 

Théorème 4.3.3 (la formule exponentielle) Soient {T(i)} t>Q G SQ(M,u) et 
A son générateur infinitésimal. Alors: 



T{t)x = lim / A ) x = lim 



x 



(V)x G S, 



uniformément par rapport à t sur les intevalles compacts de [0, oo). 
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Preuve Pour A G QZ{M,uj) et t G 0, ^ , nous définissons: 

F{t) = {I-tA)- 1 = - t R^ tl A^ . 
Compte tenu du théorème de Hille-Yosida, on voit que: 



F(t) 1 



l R [-f A 



i k 



< 



M 



M 



t (i 



Comme: 



il vient: 



1 



(i-Luty 



ktut 



F( t y 



< Me 



2kwt 



pour t G 0, y- . D'autre part, avec le lemme [2.3.61 nous obtenons: 

F(t)x — x 1 

lim — ^ = lim - \F(t) - I]x = lim AF(t)x 

t\o t t\o t 1 w J t\o v ' 



lim A 

t\o 



Ht- A]r 



Ax , (V)x G X>(A). 



Compte tenu du théorème de représentation générale, on voit que: 



T(t)x = lim 



lim 

n— >oo 



n / n , 
-i2 -; A 



x = lim ( J A ) 

n 



x 



(V)z G f , 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compactes de [0, oo).b 

Théorème 4.3.4 (la formule de Lie-Trotter) Soient Ai G QI(Mi,ui) le générateur 
infinitésimal du semi-groupe {Ti(t)} t>0 G SG{Mx, U\), respectivement A 2 G ÇT(M 2 ,lj 2 ) 
le générateur infinitésimal du semi-groupe {T 2 (t)} t>0 G SÇ(M 2 , lo 2 )- Supposons 
qu'il existe uj > et M > 1 tel que: 



[Ti(t)T 2 (t)] k 



< Me 



ku)t 



(V)fc G N*. 



Si l'opérateur 
défini par: 



A : V(A) c£ — >£, 



Ax = Aix + A 2 x , (V)x G T>(A) = V(Ai) fi V(A 2 ), 
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est le générateur infinitésimal d'un C - s emi- groupe {T(t)} t>0 , alors: 



T(t)x = lim 







n 


h (s) T2 




X 









(V)x G £, 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo) 
Preuve Soit: 

F : [0,oo) — ► 

F(t) = T 1 (t)T 2 (t) , (V)t>0. 

Il est évident que F(0) = I. De plus, pour x G T>(A), nous avons: 

, F(*)z-a: , T x (t)T 2 (t)x - x 
hm = lim = 

t\o t t\o t 

= ^(t^x-T^x | 1 . m T 1 (t) a; - a ; _ 
t\o t t\o t 

To (t)x — x 

= limTi(t) — — h A x x = A x x + A 2 x = Ax 

t\o t 

Avec le théorème de représentation générale, on voit que: 
T(t)x = lim 



F\- 

n 



x = lim 

n— »oo 



Tt - T 2 - 

n/ \n 



x 



(V)x G f , 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo).B 



Remarque 4.3.5 Si A G QX(M,oj), compte tenu de la formule exponentielle, on 
peut définir: 



t \ ~ n 

e tA x = lim ( / A ) x = lim 

n— >oo \ n / n^oo 



x , (Y)x G S, 



uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo). Avec cette 
notation, dans les hypothèses du théorème I4.3.4[ nous obtenons pour la formule 
de Lie- Trotter l'expression: 



e tA x = lim 

n— *oo 



x , (V)x G S, 

uniformément par rapport à t sur les intervalles compacts de [0, oo) 
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4.4 Notes 

Pour les résultats de la section 4.1 on peut consulter |Ka'82[ pag. 35]. 

Les propriétés de convergence pour les Co-semi-groupes ont été étudiées par Trotter dans 
[Tr'58] . Pour les théorèmes |4"T31 WTM on peut consulter [Pa'83-11 pag. 84] ou |Ah'91[ 
pag. 131] et pour le théorème l4.2.4l nous avons utilisé |Da'80l pag. 80]. 

Le théorème 14.3.41 a été montré par Trotter dans |Tr'59] et a été étudié par Chernoff dans 

|Ce'68j . Les résultats que nous avons présentés se trouvent dans |Pa'83-ll pag. 89]. Dans 

|Da'801 pag. 90], on peut trouver ces problèmes pour les Co-semi-groupes de contractions. 
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